A propos de ce livre

Ceci est une copie numérique d’'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothéque avant d’étre nun
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant a permettre aux internautes de découvrir I'ensemble du patrimoine littéraire mc
ligne.

Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient a présent au domaine public. Lex|
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’'un pays a l'autre. Les livres libres de d
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance hum:
trop souvent difficilement accessibles au public.

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme
du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothéque pour finalement se retrouver entre vos

Consignes d'utilisation

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothéques a la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce

Il s’agit toutefois d’un projet colteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avor
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en ins
contraintes techniques relatives aux requétes automatisées.

Nous vous demandons également de:

+ Ne pas utiliser les fichiers a des fins commercidesis avons concu le programme Google Recherche de Livres a I'usage des particu
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. lls ne sauraient en effet étre employés
quelconque but commercial.

+ Ne pas procéder a des requétes automatidBesvoyez aucune requéte automatisée quelle qu’elle soit au systéme Google. Si vous effe
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractéres ou tout autre domaine nécessitant
d'importantes quantités de texte, n’hésitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux I'utili
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous étre utile.

+ Ne pas supprimer l'attributioh.e filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre
et leur permettre d'accéder a davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le sup
aucun cas.

+ Rester dans la légalitQuelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabili
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu'il en va de mé
les autres pays. La durée Iégale des droits d’auteur d’un livre varie d'un pays a l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de r
les ouvrages dont I'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut étre utilisé de quelque facon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laqt
Vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut étre sévére.

A propos du service Google Recherche de Livres

En favorisant la recherche et I'accés a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Goog
contribuer a promouvoir la diversité culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livre
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs a élargir leur public. Vous pouvez
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage a I'glditps#Books.google.com |



http://google.ca/books?id=Y0gDAAAAQAAJ&hl=fr

Digitized by GOOS[Q






Digitized by GOOSIG



Digitized by GOOS[Q



Digitized by GOOS[Q



Digitized By GOOS[Q



PREMIER MEMOIRE

SUR

LA THEORIE DES NOMBRES

PAR M. F. LANDRY

LICENCIE RS SCIENCES MATHENATIQUES

' Féwrier 1858

DEMONSTRATION D’UN PRINCIPE DE LEGENDRE
RELATIF AU THEOREME DE rnn'r

—

) . . K . -
//‘..' - ‘., 4 b

PARIS
" LIBRAIRIE DE L. HACHETTE ET C'.

RUR PIERRE-SARRAZIN, N° 14
(Prés de I'Ecole de Médecine)

1853

/82 . % /2. -






DEMONSTRATION

D’UN PRINCIPE DE LEGENDRE

RELATIF

AU THEOREME DE FERMAT.

Dans sa Théorie des nombres, page 12 du second supplément, Le-
gendre énonce ce principe :

« 11 existe pour chaque valeur du nombre premier »n, un nombre
premier 8 =2Kr-}-1, tel qu'on ne peut pas satisfaire a I'équation
F=r-1, r et /' étant deux résidus de puissances n™* divisées par 0,
et tel en méme temps que 7 ne soit pas un de ces résidus. »

Legendre démontre ensuite que cette double condition est satisfaite
par 2rn—-1, toutes les fois que 2z--1 est un nombre premier, et qu'il
en est de méme pour les nombres premiers de la forme 4241, 8741,
et 16241 ; puis il ajoute, page 16, que 'on vérifierait de la méme
maniére que les deux conditions sont encore remplies pour le cas de
0=10n-1, et celui de 6=14r-}-1; mais il ne fait pas cette vérifica-
tion.

Pour ne laisser aucune incertitude sur cette matiére délicate, en
dehors de l'autorité du maitre («br3 {gn), nous essayons de remplir
cette lacune.

Commencons par le casde 6=10n-4-1.

Soit « une racine primitive de z°=1 (nous conservons le signe
introduit par Gauss; quant a I'expression racine primitive, elle doit étre
entendue dans le sens proposé par Euler), on sait que les résidus des
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puissances n™* divisées par 102} 1 sont représentés par les dix pre—
miéres puissances de «; I'équation r'=r -1 prend donc la forme gé-
nérale *=o'41, et, a 'side de «“=xa4, et de a'=—1, elle pourra
toujours se ramener a l'une des deux relations & 4-a'4-o*=0,
«* 4 of = o, dans lesquelles z, y, z sont des nombres pairs. Si.on pose
alors «*=30, f étant aiusi une racine primitive de z2*=1{, on obtient
B* <B4 p*=0, ou p*4-p' =p".

Je dis d’abord que ces exposauts z, y, z sont différents; car si on
suppose qu'ils soient égaux tous les trois, ou que deux d'entre eux
seulement soient égaux, on trouve des résultats de la forme 3=0,
B*=0, 2==@". Or les deux premiers sont absurdes, et le troisiéme
conduit 3 2===1, d'ou il résulterait 33 =0, ou 31 =0, relations
impossibles, excepté la premiere pour n=1, et la seconde pour
n=3.

Cela posé, pour démontrer I'absurdité de la premiére forme
B+ B* + B =0 dans tous les autres cas, il suffit de remarquer que la
somme des cinq premiéres puissances de {§ étant exactement divisible
par 10n-4-1, si on supprime dans cette somme les trois puissances
données dont le résidu est zéro, il restera une relation de la forme
g+ g*=0, laquelle conduit a 2=0.

Examinons maintenant la seconde forme p* - ¥ ==f*, dans laquelle
%, ¥, 3 sont différents, ainsi que nous Favons démontré.

Pour diminuer le nombre des hypothéses a faire, an peut toujours
concevowr cette refation ramenée a la forme. 4 4- 3= §*, dans laquelle:
# est moindre que z; car si on avait z plus grand que z, on trouverait
facilement B'~° -1 ==p*~"+*, et cette nouvelle relatiom 1 4-p*'=p*'
substituée a la premiere satisferait &4 la condition de z' moindre
que 3.

Si. ;aintenant on: pose successivement z=={, r==3, =3, seules
hypothéses a faire, on aura i examiner les six relations suivamtes :

1 4B, 1 FB=0, 1 4-B=F", 1 4-P=P, 1 - =0, 1 +F=P"

Multiplians les trois premiéres par (¥, et les trois. autres par B, puis
ajoutons, membre a membre, les résultats ahtenus. respectivement avec



— 5 —
les relations qui les ont fournis, nous trouverons les conséquences que

voici :
144 4pP=p+p, ou 2p41=0, dou 2=-—1.
14-84-p4p=p+p ou p41=0, dou p=-—1.

\

14-p+p4p=p+8 ou 24+1=0, dou 2=—{.
|-|-;3.+p‘+ﬂ’§ﬁ‘+ﬂ‘, u 2(3—[-1.50, dou 2'=—1.
1444 =p+£, ou 28'41=0, dou 2=-—1.
146+8+p=p1F ou FH1=0, dob p=—1.

Ces diverses conséquences aboutissent a 2 =0, ou a 33=0, résultats
absurdes, excepté 33 =0 pour n=1.

La premiére condition du principe de Legendre est donc démontrée
pour les facteurs premiers de la forme 6 =102--1, n étant premier
et plus grand que 3.

Quant a la seconde condition que r ne soit pas résidu, on a la rela-
tion 10241 =0, d’ol1 I'on déduit, en observant que, si n était résidu,
on aurait »’=z==1, la condition 10°==1. On arriverait donc a
I'un des deux résultats 100004 =0, 99999 =0. Or le nombre 99999
qui est égal a 9.41.271, n’est un multiple de 10241, pour aucune va-
leur de n, avec la condition que rn soit premier ; et pour ce qui re-
garde le nombre 100001 qui est égal a 44.9091, il ne saurait étre un
multiple de 10241 que pour n=1, et pour =909, et ce dernier
nombre n’est pas premier.

Si on veut s’assurer que 9091 est premier, on observera que ce

nombre provenant de :%'% , n'admet comme facteurs premiers que

des nombres de la forme 10K 4-1. 1l suffira donc d’essayer la division
par les nombres premiers de cette forme jusqu'a y9091. Ces diviseurs
sont: 41, 31, 41, 61 et 71.

Occupons-nous maintenant du cas de 6 =14n 1.

Q

(=]

En supposant que = soit une racine primitive de z*=1, I’équa-
tion /=r+4-1 équivaut a la condition «*4 4 =d*, qui, a I'aide de
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«“=1 et de a’=—1, peut tonjours étre ramenée a l'une des deux
formes a*+ o 4 o* =0, o* }o'=0o, x, 7, 7 étant des nombres pairs.
Si on fait alors «'=2 (B se trouve ainsi racine primitive de z’=1), on
obtient I'une des deux relations g~ §'4-8*=0, g*4-p*=p".

Je dis d’abord que ces exposants sont différents entre eux, car si on
les suppose égaux, ou qu'on en suppose seulement deux égaux, on
trouve des résultats absurdes comme 3=0, *=0, ou bien 2=p,
lequel donne 129=0, ou 127=0; or, ces nombres 129 et 127 ne
sont divisibles par aucun nombre premier de la forme 142-}-1, n étant
premier, si ce n’est 129 pour n =3.

Cela posé, considérons la premiére forme g* 4 p¥ - £*=0, et dési-
gnons les exposants possibles de B dans I'ordre de leur enchainement
par z,, x,, 1,... I, et par z, I'un quelconque d’entre eux, quelle que
soit d'ailleurs de 1 a 7 la valeur numérique de z,.

La relation peut avoir la forme §*4-£»4£»=0, et alors, si on
multiplie par £, elle produit g=-}-p=4-g7*=0, de sorte qu'en
ajoutant, on arrive facilement a g%=0. Elle peut avoir la forme
g4 g2+ =0, et alors, en mulipliant par £, on obtient
gt 4-p4-p*=0, lequel résultat, ajouté a I’hypothese, conduit
a p"=0. Enfin, elle peut avoir la forme g4 p24p>=0,
z étant susceptible seulement des trois valeurs 4, 5 et 6. Si on suppose
z=15, et qu'on multiplie par ¢, on trouvera {7 p*4-p*=0, ce
qui ahoutit de suite comme précédemment i f*=0.

" Reste donc a examiner les deux hypothéses z=14, z=6. La pre-
mieére ™ - 2+ g*=0 conduit, étant multipliée par @', a la relation
g™+ B4 £*1=0; de sorte qu’en ajoutant membre 2 membre, on ob-
tient % g2 4 =4 g - g% 4 = =0. Si alors on ajoute = -£* de
part et d’autre, on trouve L=} ou p==p"-}- %, résultat
incompatible avec £*-}-f=- =0, puisqu’en ajoutant on trou-
verait 26'!50 La seconde {* - -}-B%=0 conduit, étant multi-
plie par ¢, a g4 p=4p=4p=4p*4£2=0, de sorte qu'en
ajoutant de part et d'autre £, on obtient pr=p%4 £ ou
B*»=p% -, résultat incompatible avec §* 4 g - *==0, puisqu’en
ajoutant on trouverait 27 =0.

Passons maintenant a la seconde forme g°-f'=p*, ou plutée
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{ 4 B*=¢", dans laquelle x et z sont 'un et I'autre différents de 7. On
peut toujours supposer z moindre que z, car si on avait z plus grand
que z, la relation pourrait étre remplacée par la condition équivalente
g 41 =p"—*** ou 4 4-p*=0", dans laquelle / est moindre que 7'
Cela posé, les divers cas 4 examiner se réduisent & quinze que nous
désignerons par leurs numéros d’ordre, et dont voici le tableau :

14-p=p", 1 B=P, 14-b=F, 14-B=F, 1+B=¢;
1 p=p, 14-p=p, 14-p=F, 14-'=F;
14-p=¢, 14-p'=p", 1-P'=¢";
14 =, 1+p=F; 1 HE=p
Considérons d’abord les six cas [2]: [4], [14], [6], |9] et [13],
savoir :
14p=¢, 14-8=¢, 14-p=¢ 14F=p,
P HP=p, 14B=F.

Multiplions les trois premiéres relations par £, et les trois autres
par B, puis ajoutons, nous trouvons

1 4+84-8=pF, B +p'=p, 14+p'=8, 14+84=p,
ptp+p=p, 1+B4p=p4
on en déduit, en multipliant la troisiéme par B8, la derniére par g, et

par @' toutes les autres, puis ajoutant et complétant la série dans le
premier membre, les résultats que voici :

p+p+e'=0, 14+p+¢'=0, p+p+8'=0, 14£+p'=0,
1B HB=0, BHE+E=0.
Or, tous ces résultats rentrent dans la forme générale p° ¥4 £'=0,

dont nous avons démontré V'absurdité.

Considérons maintenant les trois cas [3], [11], [15], c’est-a-dire
148=p", 148'=¢, 14 p'=p, conditions dont la forme géné-



" rale est 1-4-8¥=p". Si on forme les carrés, on trouve 1-{-2p*--p*=p",
ou §4-p* 4 p“=0, résultat qui rentre également dans la forme
g*+ g+ £*=0. On peut encore multiplier par §* et ajouter, on
trouve 1 4 p¥=0, d'ou I'on déduirait 2=0.

Reste donc les six cas [1], [7], [12], [5], [8] et [10}], savoir :

1+e=p, 1+B=8 1+B=F 1+p=p 1+F=p
‘ 14-p=p".

Les trois premiers sont compris dans la forme générale 1 4-p*=g*;
et les trois autres qui reviennent a f'-g=1, p'4-p'=1, p'+4-p'=1,
ont la forme commune $*+ £*=1. La premiére forme donne, si on
éleve au carré, 1-4-2£° 4 g¥=p", et, 2 cause de 1 4 £*=p", on
trouve 2p™ 4 87=F"; si alors on carre de nouveau, on obtient
484 4p" 4 £ =§", condition qui se réduit 3 A(g*4-1)p*=p*—p",
ou A4@*=—1, et qui conduit définitivement a 4’4 1=0. La seconde
forme g4 £*=1 donne, étant carrée, B*—4 264 p“=1, ou
20”4 =1, a cause de ("= p*; carrant alors de nouveau,
on trouve 4% 446 4-£=1, ou 4B(>41)=1 —£*; mais I'hy-
pothése donne {*+4-1=§%, et par conséquent { — *=—57; donc
4@ =—p". Ainsi on arrive a 48¥=—1, et par suile a 4'41=0.
En couséquence, on voit que dans les six derniers cas, on est con-
duit au méme résultat 4'41=0, ou 16385=0, ce qui imposerait
au nombre 16385 la condition d’étre un muiltiple de 14241. Or,
16385=5.29.443, et 14n-+1 ne saurait étre aucun de ces diviseurs,
n étant premier, si ce n’est pour n=2.

La premiere partie du principe de Legendre se trouve donc démon-
trée pour les facteurs premiers de la forme 6 =14n -1, n étant pre-
mier et plus grand que 3.

Pour démontrer maintenant que n n’est pas résidu relativement au
facteur 14n+4-1, on a 14n-+4-1=0, condition qui conduit a 14'==+1,
parce que si n était résidu, on aurait #’=:=1. Or,

1° 4441 =105413505=3.5.7027567, et 7027567 qui est pre-
mier, ne peut étre de la forme 14241 que pour »= 501969 qui
n’est pas premier;
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9 444 =2405443503 12 13 . 8408731, et 8108734 qui est pre-
tier, ne saurgit é&tre de la forme 14n 44 que pour rn=579195 qui
west pas premier. Ainsi les résublats 41 =20 sont absurdes, puis-
qu'ils ne contiennent aueun diviseur premier de Ja forme 147 -1,
r élant premier.

11 nous reste a dire comment on peut s’assurer que les nombres
7027567, 8108731 sont premiers. Comme ces nombres en raison de
lewur origine :—-—f-——_"lj‘, g’—-:—} , Be peuvent avoir pour facteurs premiers
que des nombres de la forme 14K -1, il suffira de recliercher leur

 divisibiité par les nombres premiers de cette forme jusqu'a yEf08731.
Les diviseurs ¥ essayer somt au nombre de 68. C’est donc la une série
d’opérations trés-praticables, mrais fort laborieuses, d'antant plus que
pour dresser la liste de ces diviseurs, ow pour les vérifier, il faut préa-
lablement se faire une table de nombres premiers jusqu'a 2857. Voici
cette liste :

29, 43, 71, 143, 127, 197, 214, 239, 281, 337, 379, 421,
449, 463, 491, 54T, 65%, 631, 659, 673, 701, 743, ¥37,
827, 888, 911, 953, 967, 4009, 1054, 4093, 1163, 1289,
1303, 1373, 1429, %471, 1499, 1583, 1597, 1667, 1709,
1793, 1877, 1933, 2003, 2017, 2087, 2129, 2443, 2213,
2260, 2297, 2314, 2339, 2384, 2423, 2437, 2521, 2549,
2591, 2633, 2647, 2689, 2731, 2804, 2843, 2857.

Au surplus , il n’est pas nécessaire  la démonstration du principe
de Legendre, de prouver que 7027567 et 8108734 sont des nombres
premiers. Ce qu’il est réellement indispensable d’établir, c’est que ees
nombres n’ont aucun diviseur premier de la forme thn4-1, n étant
premier. Aussi nous n’entreprendrons pas, pour abréger le calcul pré-
" cédent, de recourir aux méthodes particuliéres qui ont pour objet de
déterminer si un nombre est premier, nous réservant d’aborder ailleurs
cette matiere difficile, et d'y ajouter des procédés que nous croyons
nouveaux; nous proposerons de rechercher seulement ce quil
importe de savoir. La marche qui suit nous parait présenter quelque
avantage.



— 40 —
Apreés s'étre assuré que les nombres dont il s'agit, n'ont aucun diyi-
seur de la forme 14K 41 jusqu’a 1009, on sera certain que, s’ils ont

des diviseurs de la forme 1441, n étant premier, ces diviseurs ne -

8108731
41009

moindres que 8100. On établira donc la liste des nombres de la

- forme 14n-1, pour n prémier, de 1009 a 8100, c’est-a-dire de
n=1713, jusqu’a n=>587, or, pour ce travail, il suffit d’'une table de
nombres premiers jusqu’a 1009 seulement, table que chacun peut
au besoin se gonstruire en quelques traits de plume. On rejettera de
cette liste tous les multiples de 3 et de 5 si faciles a reconnaitre a ta
premiére vue, voire méme ceux de 7 et de 11, et 'on déterminera
ainsi les diviseurs qu'il s’agirait d’essayer. Voici ces diviseurs .

1163, 1247, 1499, 1583, 1919, 2087, 2339, 2423, 2507,
2759, 3263, 3347, 3599, 3683, 3767, 4439, 4859, 4943,
5363, 5447, 5867, 6203, 6287, 6539, 6707, 7043, 7127,
7883, 7967, 8219.

Et, avec le soin de tenir compte des égalités qui suivent : 1247=29.43,
1919=19.101, 2507=23.109, 2759 =31.89, 3263 =13.251,
3599 =159.61, 3683 =29.127, 4439=23.193, 4859=43.113,
5363=231.173, 5447=143.419, 6539=13.503, 6707=19.353,
7967=31.257, la liste des diviseurs a essayer se réduira aux nombres
suivants :

sauraient étre plus grands que

, et quainsi ils doivent étre

1163, 1499, 1583, 2087, 2339, 2423, 3347, 3767, 4943,
5867, 6203, 6287, 7043, 7127, 7883, 8219.

Cette derniére liste ne contient plus que des nombres premiers.
FIN.

14
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THEOREME DE FERMAT.

RECHERCHES NOUVELLES. PREMIERE PARTIE.

OBJET DE LA PREMIERE PARTIE.

La démonstration du théoréme de Fermat, ou plus généralement I'im-
possibilité de la relation a* + 4*=c®, pour un nombre premier n plus
grand que 2, se rattache a l'impossibilité de certaines relations de la
forme «* + a7 4-a*==0, dans lesquelles a est une racine primitive de
x*% =1, relativement a un facteur premier § de la forme 24n + 1. En ef-
fet, toutes les fois que cette relation est impossible, ce facteur 6 doit di-
viser I'un des nombres a, 4, c; et, comme la suite des nombres premiers 6,
pour un nombre premier donné n, est infinie, sila forme «* + a7 + a*==0
€tait impossible pour une infinité de facteurs appartenant a cette suite,
la relation a* + 6*=c* le serait en méme temps, puisque I'un au moins
des nombres a, b, ¢ admettrait une infinité de facteurs.

Nous disons que la suite des nombres premiers de la forme 2kn + 1,
pour un nombre premier donné n, est infinie; car, si elle ne Pest pas,
soit © le plus grand de tous les facteurs de cette suite, et imaginons que
A soit le produit de tous ces facteurs, y compris @ ; le nombre A* + 1 ne

pour diviseurs premiers que des nombres de la forme 24kn + 1 (1), il fau-

pourra étre divisible par aucund’eux, et, puisque

1) Les i:ombres de la forme atb n étant premier), ne peuvent avoir pour diviseurs
P p P

a4-b
premiers que n et des nombres de la forme 247 -1 et, pour contenir a, il faut quea 4 &
le contienne, Ce principe se démontre rigoureusement, sans qu'il soit nécessaire de sup-
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dra bien qu’il en existe au moins un plus grand que ©: la suite n’est
donc pas limitée.

Or nous avons fait voir, dans notre premier mémoire, que, pour
6 = 10n + 1, et pour b= i4n + 1, la relation «* + &’ + «*=o0 se ra-
mene 2 I'une des deux formes e* + ¢7 + ¢ =0, ¢ + ¢/ =¢(1), ¢ étant,
relativement 2 6, une racine (2) de 22 =21 pour ¢ = 5 dans le premier
cas, et pour ¢ =7 dans le second ; et nous avons démontré I'impossibi-
lité de ces deux derniéres relations: il en résulte que, dans I'état actuel
de la science, la relation a" + 6"==c" ne peut avoir lien pour aucune
valeur donnée de n (3), si 'un des nombres a, b, ¢ n’est divisible par les
facteurs premiers de la forme an + 1, 4n + 1,8r+41, 16 + 1, 10241
et 14n + 1 (4).

Pour étendre & d’autres valeurs de 0 cette condition de divisibilité,
nous nous sommes apercu qu’il existe un grand nombre de cas (5) ou,
b étant un nombre premier de la forme 2kgn + 1, et ¢ une racine primi-
tive de 2% = 1, la relation «* + a7 4 a* = o peut se ramener a 'une des
deux formes ¢* + ¢ + ¢* =0, ¢ + ¢’ ==¢*; et nous en avons conclu I'u-
tilité qu’il y aurait a constater I'impossibilité de ces deux relations pour
d’autres valeurs de ¢ que celles déja connues. En restreignant la question
au cas ou ¢ est un nombre premier, nos recherches nous ont conduit a
démontrer I'impossibilité des deux relations proposées pour ¢ = 11,
¢=13, 9==17 et ¢ =19; et elles nous ont fait découvrir des principes
généraux et des artifices d’analyse qui rendent praticable I'examen de ces
relations, méme pour des valeurs de ¢ au dela de 19.

poser infinie la suite des facteurs premiers 0 : il n’y a donc pas de cercle vicieux. (Voir
Legendre.)

(1) Le choix de ¢ nous ayant paru plus heureux, nous ’avons subtitué a 6.

(a) Nous supprimerons le mot primitive toutes les fois que ¢ sera premier, parce que,
dans ce cas, les ¢ racines de £@== 1 sont primitives. Observons, i ce sujet, que les ¢ pre-
miéres puissances de chacune de ces racines donnant toutes les autres, on peut toujours
poser : e==¢"; e*==¢'; e ==¢, ¢’ élant une autre racine de ¢ =1.

(3) Nous supposons toujours que 2 est un nombre premier plus grand que a.

(4) Voyez sur ce point, le second supplément de la Théorie des nombres de Legendre.

(5) Ce sera Y'objet de 1a seconde partie de nos recherches.

———— O —



PREMIER LIVRE.

Principes ayant pour objet de réduire le nombre des cas d’examen, auxquels il faut sou-
mettre les deux relations ¢ 4 ¢/ 4-¢*=o0, ¢4 7=¢*, pour en démontrer I'im-

possibilité, ¢ étant un nombre premiéer quelconque (1).

PREMIER PRINCIPE.

Les deux relations & + &7 + ¢ =0, ¢ + 7 =¢, quand elles ne sont
pas déja de la forme \ + « + =0, 1 + ¢ = ¢, peuvent élre ramenées a
cette forme.

Apreés avoir divisé par ¢ les deux relations proposées, et les avoir mi-
ses sous la forme 1 + ¢4 £ =0, 1 4 ¢ =¢* on posera ¢* =¢/, ¢’ étant
par cela méme une autre racine de 2?=1; puis, en déterminant m de
maniére a satisfaire a la condition mz — ¢/ + 1, on obtiendra ¢ = ¢'»,
et, par suite, ¢ =¢™*, d’ou I'on déduira & =+¢7, en faisant mz —=2': on
trouvera donc, en supprimant les accents, 1 +¢ + =0, 1| + e=¢".

On voit que m dépend d’une équation indéterminée du premier degré
toujours résoluble, puisque ¢ étant premier est premier avec z, un seul
cas excepté, celui de x = ¢ (2); ce cas conduit d’ailleurs a 29 =1, ré-
sultat dont I'impossibilité sera démontrée (3).

Comme on peut toujours supposer que z n’est pas supérieur a ¢, ce

(1) C’est vraiment un siége en régle que nous entreprenons ; mais la question en vaut la
peine.

(2) On peut toujours supposer que x est au plus égal & ¢; il ne pourrait d’ailleurs étre
egal & 1, puisque, dans ce cas, la transformation serait sans objet.

(3) Elle le sera dans le second livre, qui paraitra incessamment,
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premier principe réduit tout d’abord a ¢ le nombre des cas a examiner
pour chaque relation.

DEUXIEME PRINCIPE.

Le nombre des valeurs a essayer pour z dans chacune des relations

.. 941
14+ ¢e+ =0, I + ¢==¢peul étre réduit a skl
2

Posons e=¢?—1, ¢ élant déterminé par la condition ¢ = ¢ —", nous

aurons ¢ = ¢?—*, el par conséquent les relations deviendront
1491 4 o—2=0, | 4 9~ =¢o—13;

de sorte qu'en divisant par £?—* on lrouvera, apres la suppression des

accents: 1 + e+ e#—*trT=0, | 4 e=e?—2t",

Réciproquement, on peut revenir de ces derniéres relations aux pre-
miéres ; car, si on pose ¢ — z + 1 =12, et qu'on ait recours au méme
mode de transformation, en faisant e=¢?—', on trouvera ¢ —z’ + 1
pour I'exposant de ¢ dans le résultat : or, ¢ —z' 4 1 n’est autre chose
que z. )

On congoit dés lors que, si I'impossibilité est démontrée pour le cas
d'un exposant particulier 9 — z + 1, elle le sera en méme temps pour le
cas ot l'exposant serait z, et réciproquement. 1l suffira donc d’essayer
dans les deux relations 'une des deux valeurs appartenant a chacun des
groupes binaires donnés par les expressions z et ¢ — z 4 1, en fai-
sant varier z depuis z—=1 jusqu'a z=— ¢ —z + 1, Cesl-a-dire jusqua
?+

2

1 -
. Ces groupes binaires sont :

”
~

—1 943, 941 941
1,9, 2,¢6—1; 3,9—2;...?2 ’92 ’ ?2 ’?2 .
Leterme?-'-
a2

' . .
se trouvant deux fois dans le dernier groupe, le nom-

N . oy . N “+ 1
bre des cas a examiner estréduit seulement a h AL
2

— > G R
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TROISIEME PRINCIPE.

Si on essaye pour z dans la relation 1 + ¢ + =0 lune des six valeurs

mo+1 mo+zZ—1 mp—1 mo+47

’ !
2, 90— 27 +1
' ¢ g 4 VZd—1? F—?

ce seul essal

dispensera d’essayer les cing autres valeurs.

Pour arriver a ce principe, il faut remarquer d’abord que la relation
I + ¢ + ¢#=o0 conserve la méme forme, quand on y fait I'une des suppo-
sitions suivantes : '

me 41
e=e?"" douef =¢?"* =¢, dous=s * ;
mQ = 1
ef=e?""' doue=¢ * ; ¢=¢" aveczz=mop+z+1;
=¢'*, avec zx—rmp+z—1.

Voici en effet les transformations auxquelles donnent lieu ces diverses
hypotheses:

La premiére donne: 146~ ' +4° " =0 ou 148 4?~*F =o0;

myp+1

La deuxiéme donne : ..........c.cc00nunn... x+e’+e’—‘—Eo;

mep— 1t mgt-31—1

La troisieme donne: x+&'—:—+e” T'=o0 ou1484¢ * =o;
mp — 1

La quatriéme donne : 146425t =0 ou 14¢+4¢ *— ¢ =o;
mo -z

La cinquiéme donne : 1+4¢*+¢*~'=o ou 1 +e’+e’7-_‘_ =o.

Ainsi, pour une valeur z’ de z, la relation pourra étre transformée de
maniére que Pexposant de ¢ prenne celle que I’on voudra des valeurs sui-
vantes :

, mo4+1 mp+4z —1t mp—1a1 mp42z ,
P24 ?z' - = z ’ z?—t’ z?—x (©)-

(1) m estle plus petitnombre qui rende le numérateur de chaque expression fractionnaire
un multiple exact de son dénominateur. Toutes ces expressions sont moindres que ¢; car,
soit » la valeur de I'une d'elles, on a, pour découvrir cette valeur, une équation indéter-
minée du premier degré de la forme mg - a = bz, dans laquelle a et b sont moindres queg
(le cas particulier de z' = ¢ étant réservé ainsi que celui de Z = 1). Or on sait qu’en fai-
sant croitre z de 1 3¢ — 1, on doit nécessairement trouver un produit qui, divisé par ¢,
donne a pour résidu.
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Nous disons maintenant que, si, 2’ étant donné, on prend pour z I'une

des valeurs déterminées par les formules précédentes, on pourra trans-

former 1 + ¢ + ¢*=o0, de maniére a retrouver z’ pour I'exposant de ¢

dans la transformée. En effet, si on fait subir & cette relation les trans-

formations indiquées, les exposants de ¢ daus les transformées seront don-
nés par les mémes formules

mp—+1 mp+z—1 mp—1, me+2,
z 2 R —— z—1

P—z+1,
lesquelles donnent toutes z' pour résultat, lorsqu’on substitue a z

@ — 2 + 1 dans la 1™, ”%—‘- dans la 2, —':-2—’;: dans la 3°,
%T—! dans la 4°, m7?+—: dans la 5° (1).

Ainsi il y a, dans chaque cas, une transformation qui conduit de
I1+¢+ &=0,a 1+ ¢+ =0, quand on a pris pour z 'une des va-
leurs dont il s’agit.

En conséquence, si, z' étant donné, la relation 1 + ¢ + ¢#=o0 est im-
possible pour l'une quelconque des valeurs particuliéres données par les
formules, elle le sera pour toutes les autres; car, quelle que soit celle de
ces valeurs attribuée a z dans 1 + ¢ 4 & =0, on pourra passer de celte
relation a celle-ci 1 + ¢ + ¢“=o0, et de cette derniére a la relation

dont I'absurdité est reconnue (2).

{1) Il est du reste évident que, si la relation 1 4 ¢ —-¢7 = o a été déduite de la relation

1 +4e~-¢"* =0, en posant e =¢'*, on doit retrouver la premiére, aI'aide de la seconde, en
mo+1
posant ¢“==coue = * .

(2) Cette double transformation se réduit 2 une seule dans 'application, parce que, si la
premiére s’effectue en posant ¢ ==¢'s, et la seconde en faisant ¢’ = ¢'7, le résultat s'obtiendra

tout de suite, en posant ¢ =¢'' dans la relation proposée.
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QUATRIEME PRINCIPE.

Si on essaye successivement pour z, dans chacune des relations
P+ e— =0, 1 —¢+ &#=0,—1 + ¢ + ¢ = 0, une seule des six va-
me+1 me+z—1 mp—1 me+ 7z

leurs 7/, o —z' + 1 ’ ’ ’
' @ + 1 z z 2'—1 2= ?

on sera

dispensé dessayer ces valeurs de z dans la relation v + ¢ = ¢*.

Les transformations opérées sur la relation 1 + ¢ + ¢ peuvent I’étre
de la méme maniére sur la relation 1 4 ¢ = ¢*; seulement, comme on part
de 1 +¢—e =0, on arrive A trois formes distinctes, a cause des
signes :

1+8—¢&=o0, 1 —et4&=0, —14t+4 t’=o0;
mais il est clair qu’abstraction faite de la différence apportée par le si-
gne, chacune des trois formes précédentes, transformée par les moyens
précédemment indiqués, peut en donner cinq autres, dans lesquelles
Pexposant de ¢ aura pour valeurs les nombres déterminés par les

formules

mp+ 1 mpgtz—1 mg—1 mep+3.
’ ’
z

—z41
? ' z z2— 1 zZ—1

et de plus, comme nous I'avons déja remarqué, ces expressions donnent
loutes z, lorsqu’on substitue i z

@ — Z + 1 dans la 1™, m(p;_-'l-x dans la 2°, ':#{- dansla 3¢,

A ldanslage, P2 danstase.
Z — 1 z—1

Il en résulte que, si 2" est 'exposant de ¢« dans la relation, elle pourra
étre transformée de maniére que Pexposant de s prenne l'une des va-
leurs déterminées par les formules, et que, réciproquement, si 'exposant
de ¢ est 'une de ces valeurs, la transformation pourra reproduire z'.

En conséquence, si, z' étant donné, impossibilité est acquise pour les
trois relations 1 + ¢ —e*=0, 1—s +6°=0, —1 + ¢ + =0, 2z re-
présentant I'une des valeurs déterminées par les formules, la relation
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1 + ¢ —¢=50 le sera pour toutes les valeurs. En effet, quelle que
soit celle de ces valeurs que I'on veuille considérer dans la relation
1 + ¢ — ¢ =0, on pourra toujours la transformer de maniére que l'ex-
posant de ¢ devienne 7/, et une seconde transformation conduira a une
relation dans laquelle 'exposant de ¢ sera celui pour lequel I'absurdité
est acquise (1).

Nous remarquerons ici que les valeurs

b

m?+x’m9+z—1_ mqb—l, mo + 2
9
.2

zZ, 09—z 413
@ ’ 2 z2—1 3—1

forment, deux a deux, trois des groupes binaires dont il a été parlé dans
le deuxieme principe : en effet

m?;i"+m?+zz—“=<p+ I, ;nposantm=z;
mo—1 mo + z
Z?-—-l + z?_l =¢+1, en posant m =— z — 1

donc, si I'un des deux termes d’'un groupe est représenté par u, lautre
sera q) —_—u + .

Cette observation fait voir que, pour démontrer I'impossibilité de
t + e=¢*, dans le cas des six valeurs dont il s'agit, on aura a choisir
entre deux méthodes: celle fondée sur le deuxiéme principe, qui consiste
a essayer pour z dans cette relation trois des six valeurs
' mp+1 mptz—i. mp—1 m2+z’

2

7
z 3—1 2—1

3, p—z4+1;

une seule de chaque groupe; et celle qui consiste a essayer une seule de
ces six valeurs dans les trois relations

1 4+et—e'=0, 1—e¢4e=0, —14tts=o0.

(x) Nous avons déja fait observer que cette double transformation se réduit a une seule.
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OBSERVATIONS SUR LES FORMULES:

m?—}-x’ m9+'z—l’ mq)—-x, mo +2
2

zZ, Q— 2+ 1 .
» ¢ + 1 z z—1 z—1

PREMIERE OBSERVATION. Les divers systémes de wvaleurs, auzxquels con--
duisent les formules, n’ont aucun terme commun.

Les transformations indiquées dans les deux propositions précédentes,
sont les seules que 'on puisse effectuer sur 1 + ¢ + =0, 1| +¢—e*=o0,
a.cause de la condition imposée a la transformation de conserver pour ¢
dans la transformée deux exposants qui se suivent u, u + 1. En effet les
hypothéses a faire sur ¢, ne peuvent satisfaire a une pareille condition
que de deux manieres, dans la comparaison de I'un des trois termes avec
I'un des deux autres : ainsi dans la comparaison du second terme avec
le premier, on peut poser ¢=¢'?+* ou ¢==¢?—*; dans celle du troisieme
avec le premier, on peut poser ez=¢'?t* ou e*=<¢'?—; enfin danscelle du
troisiéme avec le second, on peut supposer e=¢'* avec zv=mo +x+ 1,
ou avec zr = mg + z.— 1 ; mais il n’y a pas d’autres combinaisons que
celles-la.

D’un autre coté, il a é1é établi que, z' étant donné, si I'on prend pour
Pexposaut de ¢ 'une des valeurs déterminées par les formules, on peut
transformer de maniére a revenir a z', et par suité a chacune des autres
valeurs. Soit donc s= ¢ I'hypothése nécessaire pour obtenir*la premiére
de ces deux transformées, puis ¢ =¢"7 celle qu’il faut faire, en partant
de celle-la, pour arriver a la seconde; il est clair qu’on parviendra direc-
temen! au résultat en posant tout d’abord ¢ = ¢"# dans la relation que
P'on considére; et, comme cette derniére relation ne peut conserver la
forme obligée que par Pune des transformations indiquées, il est évident
que ’hypotheése e = ¢ est nécessairement I'une de celles précédemment
exposées.

Ainsi ce sont les mémes moyens de transformation qui conduisent aux
termes d’un systéme, en partant de I'un de ces termes; et ce sont par
conséquent les mémes formules qui expriment les diverses valeurs d’'un
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\systéme en fonction de I'une quelconque de ces valeurs. En conséquence,
si, aprés avoir obtenu un premier systéme de valeurs, on substitue a z
dans les formules un nombre 2" différent de ceux déja obtenus, on for-
mera un second systéme de valeurs qui ne contiendra aucun terme du
premier, puisque, s’il en contenait un seul, le terme commun reprodui-
rait z” dans le premier systéme.

DEUXIEME OBSERVATION. S on suppose z plu.r grand que 2, moindre que

¢t
2

, les nombres qui composent un systéme seront

9, el différent de

différents entre eux, toutes les fois qu’on ne pourra pas satisfaire a la

" condition z(z —1)=mg— 1.

Puisque les formules donnent les diverses valeurs d’un systeme a l'aide
de I'une quelconque de ces valeurs, si le systéme contient des valeurs
égales, et que l'on représente I'une d’elles par 2, il y aura au moins une
formule qui devra reproduire cette valeur. Il s’agit donc de voir si les
égalités auxquelles conduisent les formules, quand on les égale a 2/, sont
possibles, et dans quels cas elles le sont.

Résolvant ces égalités relativement a 2, et supprimant P'accent, nous
trouvons :

3=?+ !
2

y 4+1)(z—1)=me, z(z—1)=mp—1,
z2(z—1)=mp—1, 3(z—2)=mp.

Toutes ces conditions, i I'exception de z(z — 1) = m¢— 1, sont évidem-

ment absurdes, si on suppose z plus grand que 2, moindre que ¢, et dif-

férent de A

APPLICATION DES FORMULES.
Des divers systémes de valeurs donnés par les formules.

Premier systéme. Le premier systéme se compose de deux valeurs



seulement, 1 et ¢. Ce sont les seules valeurs que donnent les formules
quand on y substitue 1 ou ¢ z (1).

Deuziéme systéme. Le deuxiéme systéme se compose des trois valeurs
P+
2

2, »  — 1. Les formules ne donnent que ces valeurs quand on y

: \ . . + 1 .
substitue a z soit 2, soit ? , soit ¢ — 1 (2).

Les nombres 3 et 4 ne feront jamais partie de ce systéme, a partir de
? -+

1
S €te—1,0m

¢ = 11; car en égalant a 3, puis a 4, les expressions

trouve pour la premiére ¢ =15, 9 = 7, et pour la seconde ¢ =4, ¢=>5.

Troisiéme systéme. Le troisiéme systéme s’obtient en faisant z=—13 dans
les formules générales, ce qui donne :

mo + 1 mq;-l—n, ?-—l" mo 4+ 3
3 3 2 2

3, p—a,

Ce systéeme ne servira qu’a partir de ¢ = 7, parce que les deux premiers
systemes donnent les valeurs relatives au cas de ¢ = 3, et a celui de
¢ = 5. Le nombre 3 sert a le former, parce que ce nombre ne se trouve

(1) Les formules donuent pour z=1:
me — 1 , me +1 :
0 o

1, 91,9

et, pour z = o, elles donnent :
me+41 mp—1
?v 1, ’ ’ 1, ?'

P ?

L’absurdité des valeurs
me — 1 m?+1 my -1 mep—1
5’ — ? ’ : ’
se justifierait facilement, en remontant aux hypothéses qui les donnent. Les cas de z—= ¢
et de 3 = 1 avaient du reste été réserveés (page 5).

(2) On trouve

pour z == a: 2, P—1, '?;—-%:'l', ?-:-17 P—1, 13,

. I
pourz=?-:l- 9-:— ) ?-:_l’ 2, =1 3, P—1j;.
pourz —=¢ —1: o—1, 3, ?—1, 2, ‘?_4-_1, | Ak
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pas dans les deux premiers systémes pour ¢ =7, et qu'’il ne s’y trouvera
jamais pour aucune autre valeur de ¢ au dela de .

Les nombres obtenus pour ce systéme seront différents a partir de
¢ == 11, parce que la condition z(z— 1)=me — 1 n’est possible pour
z =23, qu'en supposant ¢ =—17. Au dela de 9 =11 le nombre 4 ne sau-
rait faire partie du systeme : on trouve en effet, en égalant a 4 les divers
termes qui le composent :

=26, mp=11, mp—10, mp=9, mp=>5.

Quatriéme systéme. Le quatriéme systéme s’obtient en faisant z =4
dans les formules, ce qui donne :
me4+1 mo4+3 mo—1 mo+
4, ¢ —3, i ! 2 ? P4

g i T3 7 T3
Ce systéme n’aura d’application qu'a partir de 9=13, parce que pour
¢=17 et ¢=11, les valeurs sont données par les trois premiers sys-
temes. Le nombre 4 sert a le former, parce qu'il ne fait partie d’aucun

des systémes précédents, au dela de 9 = 11. Les nombres oblenus pour
ce systéme seront différents au dela de ¢ = 13, parce que ¢ =13 est le
seul cas ou la condition z(z— 1)=me — 1 puisse étre satisfaite
pour z=14.

Enfin les systémes suivants, s'il y a lieu de les former, s’obtiendront
en substituant 4 z dans les formules générales 'un des nombres restant
a essayer, et ainsi de suite, tant que les valeurs a essayer n’auront pas été
épuisées.

Tableau des divers systémes que lon obtient, en donnant a ¢ les valeurs
particuliéres : 3,5, 7, 11, 13, 17 et 19.

Valeurs  Premier  Deuxiéme Troisieme Quatriéme Cinquiéme.
de ¢. systéme. systéme. systéme, - sysieme. systeme.

=3 1,3 2.

=5 15 a2, 3, 4.

=7 1, 2, 4,6 3,5.

=11 1,01 123,6,50 3,09, 4 8,5, 7.

=13 1,13 a, 7,12 3,11,9,5, 6, 8 4to.

=17 117 3,9,06 3,15, 6,13, 8,10 4,14,13, 5,11, 7.

=19 1,19 200,18 3,13,17, 7, 9,11 4,16, 5,15, 6,14 8B,1a2.
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On voit par ce tableau, qu’a Fexception des deux premiers, tous les
systémes sont complets pour ¢—11, ¢=17, c'est-a-dire lorsque ¢ — 5
est un multiple exact de 6; et qu’il n’y ena qu'un d’incomplet pour ¢ =7,
¢=13, 9=19, C'est-a-dire lorsque ¢ — 5 n’est pas un multiple de 6.

Les systémes incomplets proviennent des valeurs égales qu'ils contien-
nent. Ce résultat était établi d’avance par les principes jusqu’a = 19;
mais le fait qui les vérifie, se prolonge au dela de cette valeur. J1 y a donc
lieu de démantrer qu'il se continue indéfiniment.

Jobserve d’abord que, lorsqu’il y a des valeurs égales, les six valeurs du
systéme se réduisent a deux nombres distincts ; trois sont égales au pre-
mier de ces nombres, et les trois autres au second. En effet, en démon-
trant la condition des valeurs égales, nous avons vu qu’il y avait deux
formules, la quatriéme et la cinquiéme, qui donnaient laméme condition
2(z— 1)=m¢ — 1 ; ainsi, dans le cas ou cette condition est satisfaite, il
y a trois termes égaux. Mais, si on représente par u,, u,, us ces trois
termes, eu égard au rang qu’ils occupent dans le systéme, les trois autres
termes u,, u;, us en raison de la remarque qui a été faile (page 10), don-
nent u,—@ —u, 4 1, Uy—9— U, + 1, Us=¢ — U +1 ; donc, a cause
de u,—u,—u;, on aura : u,— uy —u,. Cette proposition fait voir que,
si on peut satisfaire a la condition z(z — 1)==mo— 1, pour une valeur
de z moindre que ¢, il y aura une seconde valeur de z moindre que ¢ qui
satisfera a la méme condition.

Nous disons maintenant qu’il ne peut y avoir plus de deux valeurs de z
moindres que ¢, satisfaisant a la condition proposée. En effet, de
3(z—1)+1

?

Zz—1)=me— 1, on déduit m = ; donc m est moin-

—1)+1 L . :
dre que&——)——, et, a fortiori, il est moindre que ¢ — 1. Cela
Py
posé, résolvons I'équation relativement a z; nous trouvons
t +V4me—3
z= ,
2

ce qui exige que 4mo — 3 soit un carré parfait. Soit donc 4me — 3 =~*;
m étant moindre que 9 — 1, 4* sera moindre que 49(¢— 1)— 3; et, & fortiori,
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k sera moindre que 2¢. On trouverait le méme résultat pour toute autre
valeur 4 qui satisferait a la condition 4m'¢ — 3 = A, z étant toujours
moindre que ¢. Or, en comparant les deux équations 4me — 3 = k*,
4m'e — 3==F*, on trouve : 4(m' — m)p=(h+4k)(h — k), ou
h4-k h—k h—k

(m' — m)p = . ; et, comme ¢ ne saurait diviser
) 3

» parce

que & — k est moindre que a9, il faudra qu’il divise k -: l‘; mais & + £

h+k

est moindre que 49, et par conséquent est moindre (ue 2¢ : donc

h + k = 1¢. Pour une troisi¢éme valeur de zmoindre que ¢, il faudrait qu'il
existat un troisiéme nombre 4’ satisfaisant a la condition 4m"p —3 = A";
et alors, en combinant cette équation avec 4mo —3 =4A*, on serait
conduit au résultat 2’ 4+ k=29, d’oti il résulterait 2’ = A.

1l ne peut donc y avoir qu’un seul systéme incomplet (en exceptant
toujours les deux premiers), dans la recherche des ¢ exposantsde ¢ pour une
valeur donunée de ¢; et il y en aura nécessairement un quand ¢ — 5 ne
sera pas un multiple de 6, puisque, en supprimant les cinq valeurs don-
nées par les deux premiers systémes, et celles données par les systéemes
complets, il reste deux exposants de ¢ & déterminer. Enfin il n’y en aura
pas quand ¢ — 5 sera un multiple de 6, parce que, s'il en existait un, il
ne donnerait que deux valeurs, de sorte que les quatre nombres restant a
obtenir pour les exposants de ¢« ne pourraient étre donnés que par deux
autres systémes incomplets.

Cette théorie prouve implicitement ce théoréme au moins curieux : £n
désignant par u un nombre moindre que 29 — 1, on peut toujours trouver
deuz valeurs de u qui satisfassent a la condition fme — 3 = u?, lorsque ¢
est un nombre premier de la forme 6p + 1; et l'on ne peut en trouver au-
cune, lorsque ¢ est de la forme 6p — 1. Dans le premier cas, les deur va-
leurs sont lices par la relation u + u' = 29, et il ne peut y avoir que deux

valeurs.

FIN DU PREMIER LIVRE.

Paris. — Typographie de Firmin Didot fréres, rue Jacob, 56.
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FAUTES.

CORRECTIONS.

ou plus généralement I'impossi-
bilite

a4 ="

a4 b=

a4 b=

nous nous sommes apercu qu’il

; et nous en avons conclu I'utilité
quil y aurait a

les ¢ racines de z? =1 sont pri-
mitives.

celuide z=1¢9 (2);

¢, et différent de

moindre que ¢, et

avaient été réservés (page 5)

by 9 — 3,

=17

c'est-a-dire I'impossibilité

a4+ 0=
@ U ="
a4+ =
et soupconnant qu’il

, NOus avons songeé a

les ¢ racines de z® =1 sont pri- |

mitives, excepté 1.

celuide r=¢ oude z=o (2); §

¢ — 1, et différent de
moindre que ¢ — 1, et
avaient été réservés (page 7)
4 9—3,

=17

Trés-incessamment le deuxiéme livre des Recherches nouvelles sur le théoréeme de Fermat.



RACINES PRIMITIVES

De zP~'==1relativement 3 p, daos le cas d’'un nombre premier p (*).

Euler, qui s'est beaucoup occupé des racines primitives, avoue, dans ses
opuscules analytiques (tome premier, page 152), qu’il lui semble extreé-
mement difficile d’assigner ces nombres, et que leur nature doit étre ran-
gée dans les points les plus épineux de la théorie des nombres. Gauss,
qui rapporte cette opinion d’Euler (Recherches arithmétiques, page 53 de
la traduction publiée par Poullet-Deslile en 1807), propose une méthode
d’une grande simplicité, mais dont I'application n’est pas sans inconvé-
nient, quant a lalongueur des calculs. Enfin M. Cauchy a démontré que
les racines primitives relatives a un nombre premier p se confondent et
coincident avec les racines de certaines relations ou équivalences, d'un
degré en x égal au nombre de ces racines (Ezercices mathématiques, §° an-
née, pages 231 et 236) : ainsi les quatre racines primitives de z*~ "' =1,
relativement & p — 13, sont les racines de I'équivalence x4 —z* + 1=o.
Ces relations s’obliennent avec facilité pour certaines valeurs de p, mais
leur formation est souvent laborieuse, et de plus il resterait ales résoudre.
Il ne nous a donc pas paru que cet ingénieux théoréme pit servir de base
a la recherche dont il s’agit.

Nous nous décidons a faire connaitre, pour la détermination de ces
nombres, un procédé qui nous parait simplifier cette recherche; mais,
comme on pourrait désirer savoir comment Gauss a résolu la question,
pour éviter au lecteur la peine de recourir a des ouvrages que tout le
monde n’a passous la main, nous commencerons par exposer la méthode
de cet auteur.

(*) Le cas ol p n'est pas premier, se rattache i des questions que nous élaborons en ce
momeunt, ct sera examiné ailleurs.
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Méthode de Gauss pour déterminer, relativement au nombre premier p, les racines

primitives de z° 7" =,

On prendra un nombre a quelconque moindre que p, et I'on formera
la suite des restes des puissances de a, jusqu’a ce quel’ontrouve «” = 1.
Si m n’est pas égal a p — 1, a ne sera pas racine primitive de x¥*~'=1,
il sera seulement racine primitive de +™ = 1, et les divers restes obtenus
seront les m racines de cette relation (*).

On prendra alors un nouveau nombre 4 moindre que p, différent des
termes de la période obtenue, et 'on cherchera les restes de ses puis-
sances, jusqua ce que I'on trouve 4" = 1. Le nombre » ne pourra étre
égal a m, puisque, si I'on avait 4™ =1, b serait racinede 2™ =1, et de-
vrait faire partie de la période qui contient toutes ces racines. Ce nombre
n ne saurait non plus étre un sous-multiple de m; car, si on avait nn’ —=m,
6" = 1 conduirait & 6™ = 1, Clest-A-dire 2 6™ = 1, et b serait encore
racine de z™ = 1. Cela posé, imaginons que ~ soit un multiple de m,
b sera racine primitive dans le cas particulier de n = p — 1; et, si
cela n’a pas lieu, on sera plus prés du but, puisque ~ sera plus grand
que-m.

Mais, si » n’est pas un multiple de m, soit / le plus petit multiple de
n et de m, [ étant plus grand que m, puisque n ne divise pas ce dernier
nombre. On décomposera / en deux facteurs p. et v premiers entre eux,
de telle sorte que p. divise m, et que v divise n (**); puis on prendra

m n
A= a%, B=6"; et, comme il en résulte A* =1, et B'= 1, on sera cer-
tain d’avoir (A.B)**=1, cest-2-dire que A.B sera racine de z'=1. Il

(*) Nous croyons devoir rappeler que nous entendons par racine primitive de =" relati-

vement & p, un nombre a tel qu'on ne peut avoir @' =1 pour aucune valeur de z infé-
rieure & u,

(**) On formera p. avec les facteurs premiers qui divisent m sans diviser n, et v avec
ceux qui divisent 7~ sans diviser m. Quant aux facteurs premiers communs, on les placera
indifféremment dans @ ou dans v, s'ils entrent a la méme puissance dans m et dans »; au-
trement on placera dans p. ceux qui entrent i une plus haute puissance dans m, et
dans v ceux qui entrent i une plus haute puissance dans a.
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faut ajouter que A.B sera racine primitive de cette relation. Supposons
en effet, qu'on puisse avoir (A.B)°=1, z étant la puisssance minimum
de A.B, pour laquelle 1 est résidu. Le nombre z ne peut étre qu’un divi-
seur de /; et, comme p et v sont premiers entre eux, il faudrait qu’il fit

de la forme %, . },, - On en conclurait par I'élévation de (A.B)'=1 ala

V
. b7
puissance z': B © = 1,4 cause de A*=1; ou, par I’élévation a la puissance

n n
ve . -
2":A 7=1, acause de B'= 1. Or ces deux résultats deviennent 4" 7=,

a7 =1, et sont incompatibles, le premier avec 6"=1, 2 moins de suppo-
ser 2’ =1, le second avec a™ = 1, a moins de supposer z'—1. En effet 2"
etz, supposés différents de 1, sont premiers,’un avec ., et 'autreavec v, de

e A . . m .
sorte que y. 7 ne saurait étre un multiple de #, ni v un multiple de .

En conséquence, si 'exposant n de 4"= 1 n’est pas un multiple de =,
on pourra toujours former un nombre A.B tel que I'exposant / de la
puissance minimum de A.B, pour laquelle 1 est résidu, soit plus grand
que m. Que si/=—p — 1, A.B sera racine primitive; si non, en prenant
un nombre non compris dans lasuitez' = 1, on contiouera i aug-
menter I'exposant de la période, jusqu’a ce que cet exposant soit égal a
p—1

Une fois que I'on connait une racine primitive « de +#~*= 1, on ob-
tient toutes les autres, en cherchant les restes des pmssances de a dont
les exposants sont premiers avec p — 1.

Nous croyons avoir rendu, avec la simplicité dont elle est susceptible,
la belle méthode de Gauss ; mais on remarquera sans doute que la néces-

sité de déterminer tous les termes des périodes successives, jusqu’a la
période finale elle-méme (*), est un grave inconvénient.

La méthode que nous avons a exposer, consiste, comme celle de Gauss,
a essayer une suite de nombres; mais elle n’exige pas la formation com-

(*) Il y a cependant un cas ot il n'est pas nécessaire de développer la période finale,
c’est lorsque, dans la derniére formation des nombres A.B, on a {= p — 1. On en verra
un exemple, page 10.
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pléte des périodes, et conduit, en général, avec assez de rapidité, au but
qu’il s'agit d’atteindre. Elle dépend de la résolution de deux questions
dont la premiére a été résolue par Legendre ( Théorie des nombres,

page 208).
PREMIERE QUESTION.

-
|

Trouver, relativement 3 p, le résidu de @ * , p étant un nombre premier quelconque,

et a un nombre quelconque non divisible par p.

Ce vésidu se trouve avec une grande facilité, a aide des principes don-
nés par Legendre, principes que nous résumonsainsi qu'il suit :

a —1
PREMIER PRINCIPE. 8! c=ma + ¢, le résidu de ¢ * relativement

aQe— 1

i a, sera celuide ¢ * , quels que soient a et c.

Nous croyons inutile d’insister sur un théoréme aussi simple.

DEUXIEME PRINCIPE. Si ¢ est un nombre premier quelconque non divi-
seur de a, et qu'on représente par a, €, y... les facteurs premiers qui
restent dans le nombre a aprés la suppression des facteurs carrés, on

aura :

. . — I I3
La raison en est que la puissance — de tout facteur carré A* non

Co— 1
divisible par ¢, donne 1 pour résidu, puisque (A?) 2 revienta A°” .
Il résulte de ce principe que, si I'on cherche relativement a p, les rési-
dus des nombres premiers a, 3, 5, 7, etc., les résidus des nombres com-
posés s'en déduiront immédiatement.

C = I

TroisikME PRINCIPE. Le résidu de 2 »  relativement a c supposé pre-

mier, sera 1 ou —1, suivant que c serade lunedes deux formes 8n =1,
ou de lune des deux formes 8n =3 (Legendre, méme ouvrage,

page 181) ().

(*) Ce principe fait voir que 2 ne sera jamais racine primitive,, relativement aux nom-
bres premiers de la forme 8n = 1.
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QuATRIEME PRINCIPE. Quels que soient les nombres premiers impairs « et ¢,
Ce—1
s'ils ne sont pas tous deux dela forme 4n+ 3, le résidu dea * relativement

A -

a c, sera le méme que celui de ¢ » relativement & a, et, s'ils sont tous
deux de la forme n + 3, les résidus seront égaux et de signes contraires.
(Legendre, méme ouvrage, pages 198 et 386) (*).

Ces principes, dont Legendre fait usage, page 209 de sa Théorie des
nombres, conduisent, avec une rapidité presque merveilleuse, a la déter-
P—1

—

mination du résidu de @ * relativement & p. On peut en faire I'appli-

cation aux exemples traités par cet auteur, et 'on trouvera:

(Gory_ | (oa)_ . (dboy™™s_

w013 >’ 929 _l’m
Les bornes de ce mémoire nous obligent de renvoyer aux ouvrages de
Legendre et de Gauss, pour la démonstration des troisiéme et quatriéme
principes.

DEUXIEME QUESTION.

Reconnaitre si un nombre a est racine primitive de x’~'==1, relativemeut au nombre
premier p non diviseur de a.

On cherchera, a laide des principes qui précédent, le résidu de

(*) Cette loi, dite de réciprocité, a été donnée par Legendre, dés P'année 1785. Gauss,
qui avait soulevé quelques objections contre la démounstration du géométre francais, est ar-
rivé au méme résultat que lui, en se fondant sur des principes tout a fait différents. De-
puis lors, Legendre, non content de perfectionner & quelques égards ses premiers travaux,
a mis, en 1817, sa belle découverte 2 I’abri de toute critique, en exposant la derniére et
la plus simple des démonstrations que Gauss en avait données.

(**) 1l ne parait pas que Legendre ait songé 2 tirer parti de sa loi de réciprocité, pour la

résolution des relations z * ==-—1, relativement 2 ¢ (résolution des équations sym -
boligues (;): == 1, page 220). Il fait en effet dépendre la connaissance de ces racines,
c—1 )

de celle des racines de z * == 1, desorte qu'il faut d’abord découvrir toutes ces dernic--
res, les autres ne se déterminant que par voie d’exclusion. (¥oir, plus bas, page 16.)
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p—1
a * relativement a p. Si ce résidu est 1, a ne sera pas racine primitive

p—1
de x * = ; mais, si cerésidu est — 1, il peut se faire que a soit racine

primitive de cette relation (*).
Pour s’en assurer, soient a,6, y... les diviseurs premiers impairs de p—1,

pP—t p—1  p=—1
on cherchera les résidus des puissancesa ** ,a 26 , a 2 ... en com-

mencant par les plus faibles de ces puissances. Cette recherche n’exige
pas la formation compléte de la période, et I’on peut arriver a trouver les
restes qu'il s’agit de coannaitre, sans passer par tous les termes de la
suite (**). Si I'un de ces restes est — 1, il est évident que a ne sera pas
racine primitive; mais si aucun d’eux n’est égal a — 1, a sera racine pri-
mitive.

Pour le démontrer, supposons que a ne soit pas racine primitive, et que

I'on ait a*= 1, z étant la puissance minimum de a, pour laquelle 1 soit

—_1I

résidu. Ce nombre z devant diviser p — 1, sansdiviser 2=, puisque de

a@=1 on déduirait @ ? = I, divisera au moins 'un des nombres
—1I —I 1 . o . —_1 .
e, B ... .Supposons qu'il divise Z—= on déduira de
o e Y
p—1 —t p—1
@=1:a * =1,etparsuite:(a ** + 1)(a ** —1)=o;dou il fau-
p—1 p—1
dra conclure a »* = — 1, puisqu'on ne saurait avoir ¢ ?* = I sans
e
tomberen contradictionavec 'hypothése a > = — 1. Si donc a n’était

pas racine primitive, il devrait donner — 1 pour résidu,au moins a 'une

des puissances indiquées.

Il est important d'observer que le nombre des puissances « ** ,

(*) Les équioalences de M. Cauchy peuvent servir i cette vérification (Poir, plus bas,

page 18).
(**) Nous donnerons plus tard, pour cette vérification, une méthode assez rapide, fondée

sur la connaissance des « premiers termes de la période.
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pP—t p—1
a®,a,.. ,dontil s'agit de chercher les résidus, est égal au nombre
des diviseurs premiers impairs de p — 1. Lors donc que p sera de la
pP—1
forme a*+4 1, tout nombre a, qui donnera @ * = — 1, sera racine

primitive. 1l en sera de méme si p est de la forme an + 1, n étant un

an

nombre premier impair, puisque alors a ** = a (*), pourvu toutefois

que a soit différent de p — 1.

Détermination des racines primitives de xz°~'== 1 relativement 3 p, p étant un nombre
premier quelconque.

Tout se réduit a trouver une de ces racines, puisqu’nne seule suffit
pour déterminer toules les autres. |

Pour y parvenir, on essaiera successivement, a l'aide des moyens indi-
qués dans les deux questions précédentes, les nombres entiers 3, 3,4, ...,
jusqu’a ce que l'on en trouve un qui satisfasse aux conditions exposées
dans la seconde de ces deux propositions (**).

En appliquant cette méthode aux premiéres valeurs de p, jusqu'a
37, on trouve que 2 est racine primitive relativement aux nombres
3,5;11,13,19, 29 et 37; que 3 est racine primitive relativement aux

(*) Si, au lieu de la relation =~ == 1, il sagissait de la relation z" == 1,4 étant un
diviseur de p — 1, on pourrait vérifier d’'une maniére analogue que a est ou n'est pas
racine primitive de cette relation, relativement & p. Seulement il y aurait deux cas A consi-
dérer, suivant que u serait pair ou impair. Dans le premier cas, il faudrait d’abord

— . . . —-—
4 etait pair, et — 1 81 £
u u

p—1
que le résidu de @ fat 4 1si était impair; il fau-

drait avoir de plus a®==—1: le reste de la méthode sappliquerait 3 u comme
p—1

a2 p — 1. Dans le deuxiéme cas, il faudrait d’abord avoir a’ = 1, puisa’ =1,

et il resterait A examiner si 1 n’est pas résidu pour quelqu’une des puissances de a, qui

sont des sous-multiples de « par ses divers facteurs premiers.

(**) On aurait une régle semblable pour trouver les racines primitives de z"==1, relati-
vement & p, u étant un diviseur de p — 1. Mais il faudrait tenir compte de la note
précédente. )

2



— 10 —
nombres 7, 17 et 31 ; et que 5 est racine primitive relativément a 23 (*).

Pour les valeurs suivantes de p

41, 43, 47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79 83, 89, 97,101, ... ,
on trouve respectivement, relativement a ces nombres , les racines primi-
tives minima

6,3,5 2, a3, 9, 2, 7,5 3, a 3, 5, a,...

Dans I'application de sa méthode au cas de p = 73, Gauss commence
par ‘essayer 2, et il trouve 2°=1 : il en conclut que 2 n’est pas racine
primitive. Essayant alors 3 qui n’est pas compris dans la période 2° = 1,
il trouve 3" =1.De 2= 1, et de 3" =1, il déduit :

m a =
/=36, =09, v_—.4;'-:=g , ;:%, A=12,B= 3, A.B=54.

Les puissances de 54 lui servent a former la période z* = 1; essayant
alors 5 qui n’est pas compris dans cette suite, il trouve que ce dernier
nombre est racine primitive. Observons que, si 5 et été racine de
3% =—1, sans étre racine primitive, il eit fallu composer un nouveau
nombre A’. B',a l'aide de 5 et de 54. Ce dernier seulement edt été racine
primitive. C'est ainsi que 52, qui n’est pas compris dans la période +* =1,
donne 52?4 = 1, et 24 n'est pas un multiple de 36. Si donc on et es-
sayé 52 au lieu de 5, on aurait di prendre :

=3; A'=54% B'=52%, A'.B"=16.10=14;

=92, pu=9, v=_8; %:4,?

et on en aurait conclu que 14 est racine primitive de x7* = 1.
La méthode que nous proposons, donne, pour le méme cas de p—=73:
]
"’ 3 _ 73

»

73 =1,et B=3= 1, ce qui rend inutile P'essai des nombres 2
. 5% g3 3 . .5
et 3. Mais, comme 73 =F=zg=—1 il reste a savoir si 7—3 ou

{*) Tous ces résultats sont connus (Ezercices mathématiques, pages déja citées). M. Le-
fébure de Fourcy, qui les donne, 2 la page 233 de ses Legons d’algébre, a laissé subsister une
faute d’impression dans le tableau qu'il présente. Le nombre 13, qui s’y trouve parmi les
racines primitives de.23, ne doit pas en faire partie; et 19, qui en doit faire partie, est omis.,
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33 donne -~ 1 pour résidu; ce qui n'est pas, ¢ar on trouve 5" = g. En
conséquence 5 est racine primitive.

Il est loisible 3 chacun de vérifier qu’il ne faut pas beaucoup plus
de temps pour construire, par notre méthode, la table donnée plus haut
jusqu’a p = 101, qu'il n’en faut pour appliquer la méthode de Gauss
au seul cas de p = 73.

8i on voulait exclure, A 'avance, tous les nombres qui donnent 1 pour
résidu relativement a p, afin de n’avoir 4 s'occuper que de ceux qui don-
nent — 1 pour reste, on pourrait y parvenir en résolvant la relation

p—1

x * =1, par la méthode des carrés (Legendre, page 110). Mais, én
procédant de cette maniére, on est obligé de se. procurer toutes ces
solutions, travail assez long, bien que trés-facile, 4 moins de ne considérer
que les premiéres valeurs de p.

Il nous reste a présenter deux observations ayant pour objet d’atté-
nuer la crainte que Fon pourrait concevoir, d’étre entrainé, dans certains
cas, 2 un grand nombre d’essais infructuens, méme alors que p ne se-
rait pas trés-considérable.

Premiére observation. — Sur le nombre des valeurs qui donnent — 1
pour résidu, sans étre racines primitives.

Rappelons d’abord qu’il n’y a que d : * nombres « qui donnent — 1

pour résidu, que parmi eux se trouvent toutes les racines primitives, et
qu’il y a autant de racines de cette nature qu’il y a de nombres premiers
avec p— I.

Ces principes rappelés, si on cherche combien il existe de nombres
moindres que p — 1, et premiers avec lui, il est clair qu'il suffira de re-

trancher ce résultat e de 2 : -, pour savoir combien il y a de valeurs «
qui donnent — 1 l;our résidu, sans étre racines primitives. Soit donc
E= «P——:l — ¢, on voit qu'on ne pourra pas faire plus de E essais, sans

rencontrer une racine primitive. Le nombre e est dotmé par la formule
a.
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e=(p—1) (1 —i) (1 — 5.) (1 — ;) ... ,dans laquelle on re-

présente par X, i, v... les facteurs premiers de p — 1 (*).

Dailleurs le nombre des essais infructueux dont la limite est E, pourra
toujours étre diminué, si on se dispense d’essayer les restes des puissances
impaires de tout nombre a qui aurait donné — 1 pour résidu, et ne se-
rait pas racine primitive. Cest ainsi que, si z est la puisssance minimum
pour laquelle «*==— 1, les résidus des puissances impaires de « donneraient
également — 1 pour resle, étant élevés a la puissance z. 1l serait donc
inutile d’essayer ces différents nombres; ajoutons que, comme on com-
mence par les plus petites valeurs de «, les résidus des puissances de ces
valeurs sont faciles a obtenir.

Deuxiéme observation. Dans I'essai successif des nombres entiers, les
nombres « qui donnent — 1 pour résidu, peuvent-ils tarder beaucoup
a se présenter?

Pour répondre a celte question, il suffira de considérer les nombres
premiers, puisque, les résidus des nombres composés se déduisant de ceux
des nombres premiers, aucun nombre composé ne pourra donner — 1
pour résidu, si les nombres premiers qui le précédent dans la suite, ont
tous 1 pour résidu. Nous allons donc chercher les conditions imposées
a p, pour que les résidus des nombres premiers a, 3, 5, 7, 11 soient
égaux a i.

D'abord il est évident que p devra étre de 'une des deux formes

el

2
. , . 2 .
8n & 1, sans quoi le résidu de = serait — r.
P

p=r

2 .
Maintenant, pour le résidu du nombre 3, on a g E%’ , si p estdela

p—1

2
forme 4n + 1; et l'on ag E—g, si p est dela forme 4n + 3.Or, p

ne pouvant étre que de I'une des deux formes 3p' == 1, il est évident

(*) Voyez la note troisiéme , page 23.



qu'on aura 1 pour résidu, lorsque p sera a la fois de la forme 47 + 1, et
de la forme 3p’ + 1; ou bien lorsqu'’il sera en méme temps de la forme
4n + 3, et de la forme 3p' — 1.1l résulte de cette simultanéité de formes
imposée a p, que ce nombre devra étre de I'une des deux formes 127 == 1.

En conséquence, pour que 2 et 3 donnent 1 pour résidu relativement
a un nombre premier p, il faul que p soit en méme temps de I'une des
deux formes 87 =+ 1, et de 'une des deux formes 1an == 1. En écartant
les formes incompatibles, on trouve que p devra étre de Pune des deux
formes 24n =t 1. Les seuls nombres premiers de cette forme, jusqu’a 100,
sont 23, 47,71, 73 et g7.

Cherchons de méme la condition imposée a p, pour que le nombre 5

p—1

donne aussi 1 pour résidu. Nous avous : g =L ; et, les formes dont

p’
'5' ’
P est susceptible étant 5p'==1, 5p' = 2, on aura %’E 1 pour les deux
premieres, et %z = — 1 pour les deux autres. Le nombre p devra donc
avoir 'une des deux formes 5p' == 1; et, comme il doit déja étre de
I'une des deux formes a4z == 1, il devra étre de 'une des quatre formes
1aon £ 1, 120n £ 4g. Ainsi, jusqu’a 100, 71 est la seule valeur de P
pour laquelle 2, 3 et 5 donneraient 1 pour résidu. Jusqu’a 1000, il n’y
aurait pour p que les quinze valeurs suivantes :

71, 191, 239, 241, 311, 359, 409, 431, 479, 599,601, 719, 769, 839,
911.

Cherchons encore la condition pour que le résidu de 7 soit 1. Si p

P
n’est pas de la forme 4n + 3, le résidu est IZ’ Eg’; et, si p est dela
p=:

forme 4n+ 3,le résidu sera IZ, = —l; Or les valeursde psont 7p’ =¥ 1,

7P’ £ 2, 7p" £ 3; et les cubes des nombres 1,2, — 3, donnent 1 pour
résidu relativement a 7 : il est donc évident que p devra étre de l'une
des formes 7p' 4+ 1,7p" + 2, 7p" — 3, lorsqu'il sera différent de 4n + 3;
et qu'il devra étre de 'une des formes 7p'— 1, 7p' — 2, 7p' + 3, lors-
qu'il sera égal & 4n + 3. Ainsi, pour qu’aucun des nombres 2, 3,5 et 7
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ne puisse donner d’autre résidu que 1 relativement p» il faudra que
ce dernier soit simultanément de I'une des formes 120n + 1, 1207 + 4g,
et de I'une des formes 7p’ + 1, 7p’ + a, 7p’~3; ou bien il faudra
qu'il soit en méme temps de 'une des formes 1207— 1, 1207 — 49, et
de I'une des formes 7p' — 1, 7p' — 2, 7p’ + 3. Or on trouve que, pour
satisfaire a ces conditions, p doit étre de Fune des douze formes indiquées
par la formule 840n = a, dans laquelle a représente I'un des nombres
1, 121,169, 289, 311,361. Le nombre p devant étre premier, il ne se
trouve jusqua 1000 que les quatre nombres 311, 479, 719 et 839 qui
aient la forme voulue. Jusqu’a 10000, il ne s'en trouve que 66.

Enfin, si on veut chercher la condition pour que le rési‘du de 11 soit

p—1

égala1,oma: 5;— ’ —_——-{i: , lorsque p est de la forme 4n + 1; et 'ona:

pyp—1

L E—f—:, dans le cas dep=14n + 3.0r les formes dep sont 1 1p' =k a,

p
a représentant P'un des nombres 1, 2, 3, 4, §; et, comme, relativement a

11, 1 est résidu des puissances cinquiémes des nombres 1,—2a, 3, 4,5, on
voit que les formes 11p' 1, 1p'F 2, 11p £ 3, 11p £4, 11p' =5,
dont p est susceptible, devront étre prises avec le signe supérieur, si
p= 4n + 1; et qu’elles devront I'étre avec le signe inférieur, sip —=4n + 3.
Il restera a faire concorder ces nouvelles expressions de p avec les précé-
dentes, et 'on trouvera que la forme générale de p devient gajon % a,
dans laquelle a désignel'une des trente valeurs particuliéres que voici :
1, 169, 289, 361, 479, 529, 841, 961, 1151, 1319,
1369, 1559, 1679, 1681, 1849, 2209, 2351, 2641, 2689, 2809,
2999, 3071, 3481, 3529, 3671, 3721, 3911, 4199, 4321, 4489.

On pourrait pousser plus loin cette analyse; et, en continuant seule-
ment jusqu’au nombre premier suivant qui est 13, on obtiendrait pour
la forme générale de p 1201207 + a, le nombre a représentant 360 va-
leurs particuliéres différentes. Les nombres premiers compris dans ces
360 valeurs particuliéres seraient donc jusqu’a raoiao, les seuls pour
lesquels 2, 3, 5, 7, 11 et 13 donneraient tous 1 pour résidu.

Mais, si on sarréte 3 la formule ga4on £ 4, et qu'on la développe
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jusqu’a 10000, on ne trouve que 28 nombres premiers,dont voici la liste :

479, 1151, 1319, 1559, 2351, 2689, 2999, 3529, 3671, 3q11,
4751, 4919, 5519, 5569, 5711, 6551, 6599, 7559, 7561, 7681,
8089, 8761, 8951, 9239, 9341, gboi, 9719, 9769.

Sur ces 28 nombres, il y en a a1 relativement auxquels 13 donne — 1
pour résidu, savoir :

479, 1151, 1319, 2351, 2689, 3529, 3671, 3911, 4751, 4919, 5519,
5569, 6599, 7559, 7561, 7681, 8951, 9241, gbo1, 9719 et g769.

Parmi les sept qui restent, il s'en trouve cinq pour lesquels 17 donne
— 1 pour résidu, ce sont : 1559, 2999, 6551, 8089 et 8761. Enfin 19
donne — 1 pour résidu, relativement aux deux derniers 5711 et g23g.

On peut doncaffirmer que, si le nombre premier p ne dépasse pas 10000,
quelqu’un des nombres premiers de a a 19 inclusivement, sinon plusieurs,
donnera, relativement a p, — 1 pour résidu.



NOTES DU TROISIEME MEMOIRE.

p—=t
—
2

Résolution des relations = ==1.
P

La méthode que nous avons reproduite d’aprés Legendre, peut étre

p—1

employée a faire connaitre si un nombre a est racine de z * =1,0u

p—1

de z * = — 1; nous nous proposons, dans cette note, de déterminer

directement toutes les solutions de I'une et de l'autre relation (*).
Prenons, pour exemples, les deux cas traités par Legendre, a la
page 220 déja citée, celui de p = 41, et celui de p = 59.

. /3 2» 5* 412
PREMIER EXEMPLE,p:dl .On a immédiatement : 4—‘5 [ 4—‘55— = e
, 3 41 *_4 _6 .
on a également : n=3=- 1,%=7 EE =-—1I, ... . Ainsi 2,

4y 5, 8, g, 10, ... sout racines de x*=1; et 3, 6, 7, 12, 14 ..., sont

racines de z*=— 1.
Mais, si on cherche la racine primitive minimum de xz* = 1, chose fa-
cile par le procédé nouveau qui en fait un jeu charmant, cette racine qui

est 6, donnera toutes les solutions demandées, et pourra méme donner

(*) Le procédé de Legendre consiste A former les carrés des nombres entiers, 1,3, 3

2 v
-_—1 =
2

booo —. Les restes de ces puissances sont les racines de z~ » = 1, et les nombres

p—1t

qui ne sont pas compris dans cette suite de restes, sont lesracinesde z * = — 1. Les car-

rés se forment d’ailleurs avec facilité, les uns des autres, par la méthode des différences.



toutes les périodes particuliéres qui appartiennent aux sous-multiples de

20, Savoir :
ze==%,, r==x1, *=x1, r==x1.
En effet, a cause de 6® = — 1, toutes les puissances impaires de 6
seront racines de z*= — 1, et toutes les puissances paires seront ra-

cines de z* = 1.Les résidus des vingt premiéres puissances impaires,
et ceux des vingt premiéres puissances paires seront d'ailleurs différents,
puisque 6 est racine primitive de z**= 1. On trouve ainsi, pour les so-
lutions de z° = — 1,

6, 11, 27, 29, 19,28, 24, 3, 26, 34, 35, 3o, 14, 12, 22,13, 17, 38,15, 7;
et, pour les solutions de 2> =1,
36, a5, 39, 10, 39, 4, 21, 18, 33, 40, 5, 16, a, 31, g, 37, 20, 23, 8, 1.

Maintenant, pour les périodes z° == 1, on déduirait de 6= — 1 :
(6%)° = — 1. Les restes des dix premiéres puissances impaires de 6* se-
ront donc les racines de x° = — 1, et les restes des dix premiéres puis-
sances paires du méme nombre seront les racines de 2’°=r1.On suivrait
une marche analogue pour trouver les périodes 5= =1, 28 ==,
==

On voit d’ailleurs que, la période complete = 1 contenant toutes
les autres, il suffit, pour obtenir ces diverses périodes, de prendre les
termes de celle-1a, de deux en deux, a partir du premier et du second;
de quatre en quatre, a partir du second et du quatriéme; de huit en
huit, a partir du quatriéme et du huitiéme; de dix en dix, a partir du
cinquiéme et du dixiéme; de vingt en vingt, a partir du dixiéme et du
vingtiéme. Le premier des deux nombres qui servent de points de dé-
part, dans ces différents cas, conduit aux périodes dont le second
membre est — 1; le second conduit aux périodes dont le second
membre est 1. Généralement une période ™ = 1 pourra donner, d’une
maniére semblable, toutes celles dont I’exposant est un sous-multiple du
sien; et 'on peut remarquer aussi que, dans toute période z>*= 1, les
termes de rang impair sont les solutions de z*= — 1, et que ceux de
rang pair sont les racines de z* = 1. Mais les périodes particuliéres peu-
vent s’obtenir directement par la méthode indiquée, al'aide d’une seule

3
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racine primitive de 2 ~" = 1, sans qu’il soit nécessaire de connaitre
aucune autre période.

DeuxiktME EXEMPLE, p = 5g. Aussitét que l'on se sera assuré que
a est racine primitive relativement 4 59, on trouvera les solutions de

= — 1,2 |'aide des puissances impaires de 2, et celles de z* =1, a
I’'aide des puissances paires de ce nombre.

Les premiéres sont : 2, 8, 32, 10, 40, 43, 50, 23, 33, 14, 56, 47, 11,

44, 58, 55, 43, 54, 39, 38, 34, 18, 13, 52, 31, 6,
a4, 37 et 3o.

Les secondes sont : 4,16, 5, 20, 21, 25, 41, 46, 7, 28, 53, 35, 22, 29,

57, 51, 29, 49, 19, 17, 9, 36, 26, 45, 3, 12, 48,
15et 1.

Ce qui revient ici a former la période compléte z%* = 1, et a prendre
séparément les termes de rang impair, et ceux de rang pair.

DEUXIEME NOTE.

Sur les équivalences de M. Cauchy. Leur utilité comme moyen de vérification ; leur
Jformation , leur degré.

1. Proposouns-nous d’abord de faire servir les équivalences a vérifier si
un nombre a qui donne — 1 pour résidu, est racine primitive. Prenons,

@ty . -
@+1) @+1) qer

pour exemple, p—=31. Développons le quotient

lence sera : z* + ¥ — x* — &' — 2* -k £ + = o. Le nombre 3
d esid i S il i
onnant — 1 pour résidu, puisque z- =— 5 = —1,il y a lieu
d’essayer ce nombre; et, comme il résout Péguivalence, il est ra-
cine primitive. Le nombre 6 donne aussi — 1 pour résidu, puisque
6!5 ,ls 315
3 2 __ . . . s o 1y . 1)
37 = 37°3; = — 1 mais il ne vérifie pas I'équivalence, et n'est pas

racine primiti&e.

Le calcul a faire sur I'dguivalence , pour vérifier si un nombre tel que
6 est ou n’est pas racine primitive, peut étre simplifié. En effet Pégui-
valence devient une équation, lorsqu’on lui restitue le multiple de 31
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supprimé dans le second membre. Il ne s'agit donc plus que de vérifier
si le nombre 6 est racine dex® + 27 — 25 — 24 — 23 + 2 4+ 1 =31m.
L'indéterminée m n’est pas un obstacle a I'application du procédé ordi-
naire, et la méthode conduit aux conditions suivantes :

3im— 1 =6m,; m,— 1 = 36m, = 5m,; m, + 1 = 6m,;
m, 4+ 1 = 6m; m, + 1 =36m,= 5m,; mi—1—=06m;; m;— 1 =o.
On en déduit successivement :
mg=1; my="7; m=34=3; m,=179;
m,=— 101 = 8; m, =41 = 10; 31Im=61.
Or ce dernier résultat est absurde.
2. Occupons-nous maintenant de la formation des dquivalences.
Ia régle .générale peut étre exprimée trés-simplement par la formule

(:%5_‘- l). F (z)

(= )F ) (T

a, 6, y... les diviseurs premiers impairs de p — 1, et par F () un certain
produit formé des diviseurs en z, communs 2 plusieurs des facteurs bi-

, dans laquelle on représente par

némes du dénominateur,
Cette formule, démontrée dans les Exercices mathématiques, peut se
justifier par un petit nombre de considérations que nous essayons de

présenter briévement.

On sait que, si f (z) est un diviseur de 277" — 1, la relation
f ()= o admet autant de solutions différentes, moindres que p, qul y
p—1

a d’unités dans le degré de lafonction. Or x + 1, qui est un diviseur

-1 o o .
P~ — 1, est en méme temps un multiple de chacun des diviseurs

P—l pPp—1 p—1

bindbmes z ** + 1,z *® + 1, £ ™ 41, ... puisque

de =
p—1
2
p—1 p—1 p—1
2a 286 2y

est un

g oo o

multiple impair (*) de chacun des nombres

(*) Qu’on nous passe cette expression , qui signifie : par un nombre impair.

3.



Il est dés lors évident que la division, indiquée par la formule, fait dispa-

p—1

® <4 1= o0, qui contient toutes les racines

raitre de la relation de x
primitives , les solutions qui ne sont pas racines primitives, et qui,, d’apres

notre théorie, sont toutes comprises dans les relations

p—1 p—1I p—1
x +1=o0, +1=0, 2 +1=0,..;

mais, comme plusieurs de ces dernieres relations ont des racines communes,
la fonction F (:r) doit étre prise de maniére que les facteurs communs en .«
qui correspondent a ces racines, soient en égal nombre dans les deux termes
del’expression (voir ci-dessous, la loi de formation des quotients successifs).

Quand on vient a faire une application de la formule dans le cas d’'un
seul facteur bindme, les résultats s'obtiennent aussitot. Ainsi, pour p — 37,

z® + 1 _ . .
ona: g — =z — 2% + 1; mais il n’en est plus de méme quand il
en existe plusieurs. Pour p — 211, par exemple, la formule serait

(x4 1@+ 1)@+ 1)@ + 1)

@)=+ 1)@+ 1)(z+ 1)’

lopper, aprés quoi il resterait a résoudre une équivalence du 48° degré.
Notre méthode évite ces opérations laborieuses : ainsi, dans ce der-

105

résultat qui serait fort long a déve-

nier exemple, pour vérifier 2 qui donne 25 =1, on trouve aussitot :
105 105 105
27=2%=63; 2° =211 =13; 2’ =a¥=197;
.
et, comme aucune de ces puissances ne donne — 1 pour résidu, on en

conclut que 2 est racine primitive relativement a 211.
3. Nous ne pouvons quitter ce sujet, sans déduire du degré méme de
I'équivalence la formule qui donne le nombre des racines primitives.
Le théoréme dépend de la loi suivant laquelle se forment les quotients

p—1
2

successifs de x + 1 par les divers facteurs binémes.
p—1 P—1

* 4+ 1 par z

Le premier quotient s'obtient en divisant z



p—1
z ? 41
-1

z 4

son expression est donc

s

Pour former le deuxiéme, il faut d’abord retirer du second facteur bi-

p—1 E—- I
néme z ** + 1, les diviseurs qui lui sont communs avec z ** + 1,

p—1
et qui sont z ¢

p—1 p—1

+ 1. Ce deuxieme quotient se formera alors du pre-
? z % 41

( - ) ( = )
4 .. 2 226
mierf‘u—_T-'-l divisé par ,etsera ot N I/

3 p—1 p—1
r ® 41 xaa& + 1 (.1: 2 +l)(z’ 26 _'_!)

Pour obtenir le troisiéme quotient, il faut, avant de diviser par le

p—t

troisiéme facteurbinémer ¥ + 1, supprimer dans ce dernier les fac-

A p—1 p—1
teurs qui lui sont communs avec (x w I) ( ) : ces facteurs

z 268 +1
p—1 p—1
(x”’-{- x)(x 26y +1)

communs sont = . En effet, les facteurs communs a
%8 4y
P=2 p—1 pP—1
.oay \ 20 T . .
a +1etax ™ + 1sontx ™ + 1, ceux qui luisont commuus avec
p—1 p—1 p=—1

— — e

26

x + 1 sont z %

+ 1; il s'agit donc de supprimer dans x ™ + 1
p—1 p—1

les diviseurs qui lui sont commmuns avec \z ¥ 4 1) \z 26t 4 1)

PpP—1

et, comme, pour supprimer dans zx * + 1 les facteurs qui lui

p—1 P—
sont communs avec (a: w4 x)' (.z' 6 4 1) , on la divisé par

p—1 p—1 -
(x ’“+r) (z"+n) P
b

— de méme il faut diviser r * + 1 par
z 26 +1
(=) (Fe )
aay 26y . . .
d ";l_ ‘x + » puisque, pour passer d’une expression a l'autre

P



p—1 —1 - .
— par '———. Le troisieme quotient sera donc

tl P—l P—l P—l
(x 2 4+ 1) (.1: 206 +1) . (a: 2 4+ 1)(x’“67+1)

[ [T o=t b=t ’
(x Rl = 1) (.1: 6 4 l) (x L S 1) (.r—;é?+ 1)
En conséquence, dans la formation successive des divers quotients, le
dernier obtenu devient dividende, et le diviseur qui doit servir a le

il 0’y a qu’a remplacer

. . o . . a 1
diviser, se forme du dividende lui-méme, en y remplacant £ par
2

p—-;;l , A étant le diviseur premier impair de p — 1 correspondant au nou-

veau facteur bindme que I'on considére.
Cette loi établie, le degré de chaque quotient, qui est la différence
entre le degré du dividende et celui du diviseur, est facile 4 déterminer.
Le degré du premier quotient sera, en effet :
P _ P! on 21 fx—i);

2 2a a \

le degré du deuxieme quotient sera :

R )

le degré du troisiéme sera :
(-0 -5 (-)(0-9),
ou | P: ! (: -—i) (1 —é) (1 -—i); et ainsi de suite (*).

(*) Tout ce que nous venons de dire, dans cette note sur les équivalences, est facile a éten-

" dre au cas de z°== 1, u étant un diviseur de p — 1. Seulement, il y aura deux cas a con-
sidérer celui de « pair, etcelui de « impair. Dans le premier cas, le degré de V'équivalence

et (1) (=) (=) = (=)o) (D)

1 1

dans le second, il serait u (1—;) (1—6-) (l—-%), parce que la formule de

(z*—1). F ()
Péquivalence devient ( u ) ( u ) ( “ ); nous désignons toujours par a,
z*—1

2 1) \aT—1
6, Y... les diviseurs premiers impairs de . Or il y a autant de racines primitives de =" =1,
qu'il y a de nombres premiers avec u; il en résulte donc une démonstration indirecte de la

formule mentionnée 4 la page 12, formule qui fait I'objet de la note troisi¢me.
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TROISIEME NOTE.

c

Démonstration directe de la formule N=nr (1 —_ 5) (x _ %) (l —_— i) cee .

Cette formule, qui sert 2 déterminer combien il y a, jusqu’a n, de nom-
bres premiers avec n, et dans laquelle a, b, c,... représentent ses diviseurs
premiers , se trouve dans Gauss, page 52 de I'ouvrage cité ; mais il omet
de la démontrer, comme étrangére a son but, et pouvant se démontrer
sans peine par la théorie des combinaisons. On la reconnait également,
bien que sous un énoncé différent, page 352 de la théorie des nombres ;
mais le raisonnement de Legendre nous semble beaucoup trop succinct.
Enfin nous la trouvons dans les exercices de M. Cauchy, année déja citée,
page 228 ; mais ce géomeétre la déduit comme conséquence du nombre
des racines primitives , annoncant qu’il serait facile de la démontrer direc-
tement. Bien que cette formule résulte aussi des principes de la note pré-
cédente, nous pensons devoir en donner une démonstration directe.

Soit = a®.4°.¢", en nous bornant a trois facteurs premiers, ce qui
n’6te rien du reste a la généralité du raisonnement.

1l faut d’abord rejeter de la suite des nombres entiers de 1 a 7, tous ceux
qui sont multiples de a. Ces multiples sont :

a—l'bG

a,aa, la,.... a .cl.a;

de sorte qu'il y en a Z, et que par conséquent de 1 a #, il se trouve

n 1 .
n— ; ou ll(l — :1) nombres premuers avec a.

Il faut maintenant rejeter de la suite des nombres entiers, apres le rejet
des multiples de a, tous ceux des termes restant qui sont multiples de 4.
De 1 a , les multiples de 6 sout :

b,2b,36,... a. ¥ .c.b;
et il s’agit de savoir combien parmi ces nombres, il s’en trouve de premiers
avec a, puisque tous ceux d’entre eux qui contiennent a, ont déja disparu
dans la suite des n premiers nombres. Pour le connaitre, il suffit de con-
sidérer la suite des coefficients de & qui sont 1, 2, 3,... a*.5=".c". Or,

dans celte suite de termes dont le nombre est %, ilya '—; (x — i) noms-



bres premiers avec a,conformément ay raisonnement qui a précédé; car

ce raisonnemerit étant vrai pour n, est vrai pour tout autre nombre

pourvu qu’il soit un muiliple de a, et peut par conséquent g'appliquer au

cas de ' =_='—; Ainsi lexpression «# (1—1)—2(:—1>, ou plus
: a b a

simplement n(: _.;1-) (:—%), indique combien il y a de nombres

premiers avec a et b,de1an.

11 faut encore, apres ce double rejet, retrancher des termes restant de la
suite des n premiers nombres entiers, les multiples de c.De 1 ar, les mul-

tiples de ¢ sont ¢, 2¢, 3c,... a*.8%.c"~". ¢; mais nous ne devons prendre
parmi ces multiples que ceux qui sont premiers avec a et b, puisque tous
les autres ont déja é1é écartés. Tout se réduit donc a en connaitre le nombre
. n 1 I
qui est - (1——) (: _Z>' En effet, les facteurs a et & ne pouvant se
c a
. «ge . n
trouver que dans les coefficientsde ¢, c'est-a-dire dans la suite 1, 2, 3... =
. s . « n . . .
on peut appliquer a cette suite de 1 & -, le raisonnement fait pour la suite
c

de 1 an, et 'on obtiendra le résultat en remplagant » par Z dans Pexpres-
¢

sion.
Le nombre cherché N sera donc définitivement :

I COICHEHEHICH]
cest-a-dire : N=n (: —%) (1 —i—) (1 —2 *-

(*) Depuis que ce mémoire est écrit, nous nous apercevons qu'une démonstration sem-

blable se trouve, page 310, dans I'algébre de M. Cirodde, qui la donne d’aprés M. Poinsot.
Il parait que ce savant I'avait publiée, avec d’autres propositions, dans le dixiéme volume
du Journal des mathématiques de M. Liouville. Nous ne croyons pas devoir la supprimer

de ce mémoire, o sa place est marquée.

Paris. — Typographie de Firmin Didot fréres, rue Jacob, 56.
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THEOREME

SUR LES REDUITES D’UNE NOUVELLE ESPECE DE FRACTIONS CONTINUES.

QUELQUES MOTS .AU SUJET DU NOUVEAU THEOREME.

" Dans leurs recherches sur I'analyse indéterminée, les géomeétres ont
fait dépendre la résolution des questions qu’ils ont abordées, de celle
d’équations qui sont devenues célébres dans la science; et les principes,
qu’ils ont posés, sont restés comme les bases de la théorie. Telles sont
surtout les équations z* — Ay* == 1, r"—Ay'==%D.

Nous proposons aujourd’hui un théoréme qui a rapport a la résolu-
tion des équations de la forme 2* — Ay* =1, dans le cas particulier de
A + r= a*, et qui par conséquent peut servir 2 donner une infinité de
solutions pour z* — Ay’ = z", puisqu’il suffit de prendre z + A égal a
un carré quelconque.

Les équations de cette forme sont, il est vrai, comprises dans la seconde
des équations générales ci-dessus mentionnées, mais leur résolution par
les méthodes connues donnerait lieu 4 de longs calculs, méme dans les
cas les moins compliqués.

Dailleurs, malgré la fécondité parfois téméraire de Fermat (*), il ne

(*) Fermat avait annoncé que, si 'on prenait pour = I'an des nombres de la progres-
sion 1, 3, 4, 8..., etc.,, la formule 2*+ 1 donnait toujours des nombres premiers, Sui-
vant une remarque d’Euler, rapportée par Legendre, cette assertion est fausse.

1.
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nous a pas paru que I'analyse fit assez riche en propositions délectables,
comme les appelaient nos péres, pour qu’il n’y efit pas a regretter I'omis-
sion d’'une propriété A la fois élégante et simple.

Nous croyons de plus que le nouveau développement continu de VA,
sur lequel nous nous appuyons, pelllt conduire a d’utiles applications; et,
pour en citer une, il constitue un procédé d’approximation dausle calcul de
la racine carrée d’un nombre. Les réduites de ce développement donnent,
en effet, les valeurs approcliées que I'on cherche, avec une grande rapi-
dité, une fois que I'on a déterminé une partie importante de la racine (*)

Enfin notre théoréeme démontre la possibilité de représenter d’une in-
finité de manieres, sous la forme du second degré 1* —Aj*, une puis-
sance quelconque 7 d’un nombre donné . 1l suffit, en effet, de prendre
A de telle sorte que A+ r soit égal a un carré. Cette derniére considération
avait singuliérement éveillé notre attention par I'espoir d’en tirer parti
pour la démonstration du théoréme de Fermat; mais nous n’avons pu
réussir encore a en obtenir rien de bien remarquable, ce qui nous a en-
gagé a poursuivre les recherches que nous avons faites dans une autre
voie, et dont nous avons déja publié deux livres.

(*) Les'méthodes, qui se rapportent i I'extraction de la racine carrée des nombres, ont,
au point de vue pratique, un intérét que n'ont pas les méthodes d’extraction, lorsqu’il
s'agit de racines d’'un degré plus élevé, parce que les procédés logarithmiques, qui s’ap-
pliquent avec tant de suceés A I'extraction des racines des nombres en général, ne donnent
pas toujours, pour les racines carrées en particulier, du moins avec les tables en usage,
lapproximation qui convient aux questions un peu délicates, approximation d’ailleurs in-
certaine et mal définie.
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NOUVELLE ESPECE DE FRACTIONS CONTINUES.

Le développement, que Lagrangea donné de LA, peut étre présenté sous
une autre forme, et de cette seconde forme découle presque immédiate-
ment le théoréme que nous avons a exposer.

Voici ce développement :

Soit A—=a*+r, on a

VK=a+[A_—a, ou VX:a-l-(‘/X—a) (Vx+a), et VK=a+ __r.

VA4a VA+a

Si, dans le second membre de cette expression, on remplace LA par le

second membre lui-méme, et que I'on continue ainsi dans les valeurs
successives que 'on obtient pour le premier membre de I’égalité, on trouve

VE=at 1 —
1a 4 ————
2a4 r
2a - etc.

Cette nouvelle espece de fractions continues ne différe de celles que tout
le monde connait, que parce que le dénominateur incomplet des fractions
intégrantes est constant, et que le numérateur de ces mémes fractions,
bien que constant lui-méme, n’est pas nécessairement égal a 'unité.

Les réduites se forment d’aprés une loi facile a démontrer. On voit, en

. ’ . m n .
effet, qu'avec deux réduites consécutives — =, on formera la suivante %,

en prenant p—‘ana + mr, p' =2an'a + m'r.
Si donc a* est un carré approché de A, les réduites de la fraction con-
tinue seront des valeurs de plus en plus approchées de VA (*).
Nous laissons de coté ces considérations, du genre le plus élémentaire,
pour arriver au théoréme,

(") 11 est évident que, si A =a*+r, L A est compris entre a et a+a—:', quel que

soit le signe de . Voir la premiére note, page 10.
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THEOREME

Sur les réduites des nouvelles fractions continues.

Soit ~, une réduite de I'ordre u; je dis que lon aura m* — Am'* =,

ou m*— Am'* =—1*, suivant que « sera un nombre pair ou un nombre
impair. Cette loi se vérifie immédiatement sur les premiéres réduites. 1l est
d’ailleurs évident que, si r était négatif, on n’aurait plus qu’un signe, et
que P'égalité serait m* — Am* =r", quel que fiit le nombre entier u.

Tel est le principe qui nous a frappé.

Pour en démontrer la généralité, considérons les réduites consécutives

¢ il r r.
‘I 1 ”‘I 2 nl ’ PI ’
w P .

< exclusivement.

et supposons la loi démontrée jusqu’a 5

Des valeurs n=ama + (lr, ' =am'a + [r, il résulte :
n* — An'* = 4a* (m* — Am') + har(im — Alm') 4 r* (P —A");

et, comme on a, par hypothése, n*— An"* = r*(/— Al”), il faut que I'on
ait a(m*— Am'*) + r(lm —Al'm') = o.

Cela posé, i Paide des valeurs p=ana+ mr, p'=an'a+m'r,
on trouvera

p*— Ap'* = 4a* (n*— An"?) + har(mn — Am'n) + r* (m* — Am"),
résultat qui devient, si 'on remplace u et »' par leurs valeurs dans le
second terme du second membre,
pP—Ap* = fa* (n*— An") + 8a*r(m — Am"?) 4 har* (Im— Al'm') 4 2*(m* — Am").

Les trois premiers termes du second membre de cette égalité, pouvant

se meltre sous la forme
4a* [(n* — An"*) 4 r(m* — Am")] + qarfa(m*— An;”) + r(lm —Alm')),
se réduisent A zéro, A cause de ‘
n* = An” 4 r(m* —Am'") = o, etde a(m’—Am®)+ r(im— Alm')=o:

il reste donc p* — Ap"* = r* (m* — Am”). '

En conséquence, si m*— Am" === r=* on aura p’— Apt==xr
ce qui démontre la loi,
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Cette démonstration est celle qui se présente la premiére a I'esprit; mais
en voici une autre qui nous parait beaucoup plus simple.

.3 N . m n oy
Considérons les mémes réduites —, —, ;-1,, dont la derniére a pour ex-

P ana + mr

’

pression p = watmr

et désignons par y la valeur VA + a, dénominateur complet dont 2a n'est
qu’une valeur approchée; nous aurons
=t .

‘/Z - n:r-l—m'r ’

d’oti 'on déduira '

(r*— An"*) y* 4 ar(mn — Am'n’) y 4 r* (n* ~ Am™) = o.

Mais de y—a=V"A on déduit également y*— 2ay —r=0. En consé-
quence, puisque les deux équations ont les mémes racines, on doit avoir

or cette derniére égalité donne
n* — An'* = —r(m* — Am").
Aipsi, pour passer d’'un résultat m*— Am' au suivant »*—Ar*, il
faut multiplier le premier par — r.

APPLICATIONS.

Nous nous bornerons a quelques réflexions.
D'abord la régle est facile a saisir, et peut se présenter comme il suit.

Supposons que Pon ait A= a* + r, r représentant un nombre positif,
le développement sera '

Vx;a-l-_’_r

2a

2a 4+ etc.;
et la réduite 3,- de I'ordre u donnera x==x=m, y == m’ pour résoudre
z*—Ay*=r", lorsque le nombre u sera pair, ou DAy = —r, lorsque
le nombre « sera impair.
Mais, si 'on a A =a* —r, le développement sera
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VA = a——"
20 — —

2a — etc.;

et 'on aura x =k m, y==£m' pour résoudre z*—Ay'=r*, u élant
I3 , N m
égal au rang de la réduite —.

11 suffit de faire attention a la forme de I'équation &> —Ay*===r*, pour
comprendre que x et y ne peuvent avoir d’autres diviseurs premief.r com-
muns que ceux de r. D’un autre coté, il résulte de la loi de formation des
termes des réduites, que ces termes ne peuvent avoir d’autres facteurs pre-
miers communs, diviseurs de r, que ceux communs a r et a aa (*). Il
faut donc conclure de ces observations et de la condition A =—=a* &= r,
que les valeurs trouvées par notre méthode pour x et y, ne sauraient avoir
d’autres diviseurs premiers communs, 2 exceplé, que ceux communs a r
et a A. En conséquence, toutes les fois que r sera premier avec A, les valeurs
dont nous parlons seront premiéres entre elles si r est impair, et, s'il est
pair, elles ne pourront avoir pour commun diviseur qu’une puissance de 2.

On peut appliquer aux exemples suivants :

z* —agy* = 73 2—1gr* = 3¢; 2 —31y' =—6;
et I'on trouvera, respectivement (**),
r==ok738, y==137; z==a441, y==E560; r===590, y=1106.

Les solutions, ainsi obtenues, ne sont pas les seules que I'on puisse trou-
ver par notre méthode. Nous les appellerons indépendantes de r, pour
les distinguer de celles dont nous allons parler, et qui ont pour facteur
commun une puissance de r. -

Posons z=rz, y=ry', av élant moindre que u + 1; I'équation
x*— Ay* — == r* deviendra, aprés la suppression du facteur commun r+,
x'*— Ay"* == r—; et, si I'on résout cette derniere équation, les valeurs

. . . . n m
(") En effet, pour former ,i, A Paide des réduites précédentes iy guy ona

p = ana-+ mr, p = ana4-m'r,
Ainsi on ne peut imaginer aucun diviseur premier de r, commun i p et a p’, qui ne divise
n et 2', s'il ne divise aa. Or, divisant # et /, il diviserait Z et 7, puis % et A'... etc., et par
. fp T Cilie a4
conséquent les deux termes de la seconde réduite qui est Ervant

(**) Voir, pour le calcul, la deuxiéme note, page 12.

-
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de 2, /, multipliées par 7, résoudront la proposée. On fera donc succes-

sivement

U oo 3 u—1
ou e¢—T
2

v=13, v¢v=13, e=3, .... o=

2

suivant que « sera un nombre pair ou un nombre impair, et les solutions
se déduiront des réduites, dont le rang est indiqué par les nombres

¢u—2a, u—4, u—=6, .... 3 ou - 1.

1l suffira, pour les obtenir, de multiplier les deux termes de ces réduites,
respectivement, par les facteurs

B3 | 2l

r, r, s, cene r? ou r:,

Si « était un nombre pair, et qu’on voulit rrouver les solutions de la forme
= rsx’, y==riy, on aurait i résoudre équation 2/*—Ay*==1.

Enfin, pour trouver des nombres enliers qui résolvent I'équation
2*— Ay*=z", on prendra pour z I'une quelconque des valeurs déter-
minées par la relation A =a*—z, et I'on cherchera z et y par la mé-
thode précédente. On pourra méme prendre A = a* + z, si m est pair;
mais, s'il s’agit de résoudre z*— Ay’;—:;z', il faudra d’abord que m soit
impair, et I'on devra poser A =a* + z.

Nous terminons ce trés-mince opuscule en faisant observer que notre
théorie n’exclul aucune valeur positive. de A qui peut étre un carré par-
fait (*). 11 resterait, il est vrai, a montrer comment chacune des solutions
que nous venons d’enseigner a obtenir pour z* — Ay*=r", ou pour
z*— Ay* = —r~, peut, lorsque A n’est pas un carré parfait, servir a for-
mer une série infinie de solutions semblables; mais, sur ce point, nous
renvoyons aux notes qui suivent (**), et aux ouvrages de Legendre et de
Gauss.

(*) Les auteurs ont considéré A part le cas od A est un carré parfait a*>. On procéde

alors i la résolution, par la décomposition ¢n facteurs, ce qui conduit 4 deux équations du
. , D .. .

premier degré, z —ay =0, x +ay=—, 0 étant un diviseur quelconque de D, qui ne

surpasse pas LD. 1l reste a prendre, s’il est possible, ce diviseur 0, de maniére que
x et y soient entiers,

(**) Voir la troisiéme note, page 13.



NOTES DU CINQUIEME MEMOIRE.

PREMIERE NOTE (*).
Principes sur les nouvelles fractions continues. — Application.

Si on considére la forme générale du développement

a-—+
+ r
aa
2a + etc,,
’(l i~ 4 : ’ m n p .

et les réduites consécutives d’'un ordre quelconque i w7 g2 ON trouve
pour les différences de ces réduites,

m n mn' — nm' n P np' — pn’

m' L n' 7 np

Mais, a cause des valeurs de p et de p’, on a np' — pr’ = (nm' — mn')r,
4l . ’ . ’

c’est-a-dire que les numérateurs des différences se forment les uns des

autres : il suffit, pour les former, de multiplier par — r celui qui précede

immédiatement.
20 4 r

2a

. . 7y . s a
Or, si on soustrait la seconde réduite de la premiére L) le nu-

mérateur de la différence est — r; donc les numérateurs suivants seront
r’, —r ...etc.; de sorte que, si I'on cherche la différence entre la ré-
duite de I'ordre « et celle qui la suit immédiatement, le numérateur de
cette différence sera 7 ou — /%, suivant que le nombre « sera pair ou
impair (**).

Cela posé, comme, dans I’hypothése de A —a* + r, quel que soit le
signe de r, la valeur de LA est toujours comprise entre deux réduites
consécutives, si on prend la re’dm'te% de lordre u pour la valeur de

)

— . . r \ .

LA, I’erreur commise sera moindre que ol et, a plus forte raison, que
r , . . . ’
—. 1l résulte de 12 un moyen simple pour trouver une limite du degré
n] o

d’approximation que 'on obtient, lorsque, dans le calcul de |“A, on

s’arréte i une réduite de 'ordre w.

(*) Cette note a été annoncée A la page 5.
(**) 1l faut cependant faire cette restriction que les réduites n’auront pas ¢été simplifices.



Mais, si I'on veut connaitre approximativement dans quel rapport va-
rie, d’une réduite i V'autre, cette limite de 'erreur commise, il suffit, pour
s'en rendre compte, de comparer deux différences successives dont les
valeurs, abstraction faite du signe, sont

mn' — m'n (mn —m'n)r
— D SO ?

m'n n'p

et 'on voit que, pour passer de 'une a 'autre, il faut multiplier la pre-
s m'r m'r . . m'r
miére par — ou ., qui est ]a méme chose que 7

a*m'4-aalr+4m'r’

aan' 4 m'r

Cette derniére expression, étant moindre que '1.’:7’ est inférieure a ;';-,
puisque r est au plus égal a 2a (*).

Ainsi on pourra connaitre, dans chaque cas, I'utilité qu’il y aurait a
prendre une réduite de plus, et 'on pourra méme décider, 2 I'avance,
suivant le degré d’approximation réclamé par la question, 'ordre de la
réduite a laquelle il convient de s'arréter. ' :

1 est clair que la méthode pour trouver LA, lorsque I'on part de
A=a*+r, offrira d’autant plus d’avantage que r sera petit relative-
ment a a.

Proposons-nous de chercher la racine carrée de 31, en prenant
31 = a5 + 6, bien qu’il fut préférable, pour la rapidité du calcul, de
prendre 31 =236 —5; on a aussitot

6
l/3|=5+'—6

10 4+

10 -} ete.;
et, si I'on fait abstraction de la partie entiére, on trouve pour les réduites :

6 6o 636 6720 . 71016 250480

— 2. . = Wihadd L27A7 . ete.
10’ 106’ 1120’ 11836° 125080’ 13218167 &

dont les valeurs décimales sont respectivement
0,6; 0,566...; 0,56785...; 0,567759...; 0,56677646...; 0,567764348...; etc.

(*) Comme des deux carrés consécutifs qui comprennent le nombre A, on peut toujours
choisir celui des deux qui donne le moindre reste 7, ce dernier sera moindre que a + 1,
- : . r . .
puisque la somme des deux restes est 2a -} 1. Avec cette attention, - ne saurait excé-

&
I
der —.

4a
2,



—_ 12 —

Mais, si 'on prend un chiffre décimal de plus, et qu’on pose a =15,5,
on trouvera le développement

V3t =55+ -2’25——-

0,75
T+ 11 -}~ etc.,
dont les réduites, abstraction faite de a, sont
95 . 825 913125
1100’ 12175° 13475000°

Si on les convertit en décimales, et qu’on leur ajoute 5,5, on obtient, pour
131, les valeurs approchées

5,568;  5,567761; 5,56976437.
Enfin, en prenant encore, pour a, un chiffre décimal de plus, on a

L3 = 5,55+L864_._
11,12 -} _OL%L
’ 11,12 4 etc,

et 'on trouve les réduites

864 960768
111200 123740800 " °

dont les valeurs décimales, augmentées de 5,56, sont
5,567769...; 5,567764367....

Le calcul par logarithmes, avec les tables de Callet, donne, pour cette
racine de 31, la valeur approchée 5,5677647, dont le septiéme chiffre
décimal est inexact; encore faut-il faire une division pour trouver les
trois derniers chiffres, car les tables ne donnent que cinq chiffres.

Les tables a cinq décimales de Reynaud donnent’ 5,56775, valeur
inexacte au cinquiéme chiffre décimal, et dont les deux derniers chiffres
ont nécessité une division.

DEUXIEME NOTE (*).

Détail du calcul précédemment annoncé.

17 EXEMPLE : z* —agy* = 7%, Vag = 6— ?
12 =
- 12 — etc.
6 8
Réduites : - ﬁ, 7—3—-.
1 12 137

V4

(*) Cette note a été indiquée & la page 8.
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2° RXEMPLE : 2 = 1g9y* = 3¢, [/13=4+——3-
. 8 +8——|-. ete.
Réduites : fl'-, %5 . % , 3.5%:., ) s
3° ExEmPLE : 2 =31y =63, V3 = 5-:;-—--6-
10+ 104 etc.
Réduites : i, ﬁ,‘ 5_90..
1 10 106

Les solutions dépendantes de r, obtenues par le méme calcul, seraient

pour le premier exemple......... z = * 7.6, y===%x17.1
pour le deuxi¢me exemple....... z = = 3.35; y =+ 3.8;
et pour le troisiéme.......cc... z =X 6.5, y==6.1.

TROISIEME NOTE (*).

Résumé des méthodes de Lagrange et de Gauss. — Observation importante.
Adpplication de ces méthodes aux équations qui ont servi dexemples. -

Nous ne pouvons évidemment, ne fit-ce que pour la comparaison des
prooédés, quitter un pareil sujet, sans appliquer au cas particulier que
nous avons traité, les méthodes générales données pour la résolution de
I’équation z* — Ay* === D, et dont nous sommes redevables au génie
de Lagrange et de Gauss. Ces méthodes nous paraissent d’ailleurs con-
nues de peu de personnes, bien que chacun s’imagine qu’elles le sont de
tout le monde.

Nous nous bornerons au cas ol les solutions sont des nombres pre-
miers entre eux, tous les autrés cas pouvant se ramener a celui-la. A est
d’ailleurs un nombre positif, non carré (**).

METHODE DE LAGRANGE.

Legendre, ou nous trouvons la :nélhode de Lagrange, considére deux
cas, celui de D <LA, et celui de D>L”A. Nous les résumons de la
maniére suivante : :

Premier cas. On développe LA en fraction continue, et les réduites

Doe

(*) Cette note a été annoncée a la page g.
(**) Voir la petite observation au bas de la page 9. -
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ui correspondent aux quotients complets dont le dénominateur est D,
fournissent des valeurs qui résolvent la proposée, de telle sorte que, si la

réduite ;—’ correspondant a un de ces quotients complets, est plus grande

que LA, ses deux lermes p et g satisfont a 'équation z* — 4y* =1); et
que, si au contraire elle est moindre que L4, ses deux termes sont une
solution de x* — Ay*=—". Comme les réduites sont alternativement
moindres ou plus grandes que LA, le rang d’une réduite suffit pour fixer
les idées a cet égard.

Le développement de LA en fraction continue étant toujours pério-
dique, on doit développer I'étendue d’une période entiére. S'il ne s'y
trouve aucun quotient complet dont le dénominateur soit D, il ne s’en
trouvera dans aucune autre période; et alors aucune des deux équations
2*— Ay* = == D ne sera résoluble. S'il s'en trouve un ou plusieurs, ce
~ qui est possible dans le cas général, ces mémes quolients se reproduiront
‘dans toutes les périodes, et les réduites correspondantes fourniront
ainsi une infinité de solutions, mais pouvant toutes se déduire des pre-
miéres, respectivement, par une loi fort ingénieuse.

En effet, puisque A est un nombre entier non carré et positif, I'équa-
tion @ — AW* =1 est toujours résoluble, d’une infinité de manieres,
par le simple développement de L”A; et, si I'on appelle ¢ et ¢ 'une de
de ces solutions, celle des moindres nombres par exemple, toutes les au-
tres se déduisent de celle-1a, au moyen de la série récurrente (*)

(*) Cette série se reconnait immédiatement, sans le développement du binéme, de la ma-
. nicre suivante : :

Les équations & 4V AW = (3-+ L AY)", & —V AW = ( — | AY)= donnent :
_ et VRr+ o—VAr oy @ VAN — e — VA
P ’ - :

2

i)

Or l'expression (¢ -|—[/-A-q;)"' —+(p — VI{:)" peut étre mise sous la forme
(e + VA4 + e — VL AY1 ¢ + VA + (r — VAY)

— e+ VA4 @ — LAY (3 + LAY (p — VAY);
(e + VAP + o —VAYr

de sorte qu’en substituant @, & , et réduisant, on trouve

o, = ,?q’n—t -, _,. -
On trouve de méme Vo= 29W,_, —W¥,_..
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O+ VAW = (3 4+ L AYm,

de telle sorte que pour avoir &,,¥,; &,, ¥,; &;, ¥;; ... etc,, il suffit de
faire successivement m=—1; m=a; m=3; ... etc. Les séries, qui don-
nent ces valeurs de & et de ¥, ont, 'une et I'autre, pour dchelle de rela-
tion, 2¢ et — 1.

Soit donc p et g une solution quelconque de z*—Ay*=D, ou de
2*— Ay* = — D, on obliendra toutes les solutions qui se rapportent
périodiquement a celle-la, au moyen des formules générales

z=pbX Aq¥V, y =p¥ +qd,
dans lequelles le signe de W peut élre changé i volonté, et qui sont, du
reste, faciles a vérifier par la simple substitution.

Devxiime cas. Dans Phypothése de D>L74, il faut recourir i la mé-
thode générale donnée pour I’équation compléte Lz* + Mxy + Ny* == D
dans le cas particulier de M*— 4LN =4A. On transforme cette équa-
tion, en posant z=ny + Du, et en prenant n de maniére que n* — A soit
D ou un multiple de D. On la raméne ainsi pour chaque valeur de »

- . 3 D b D b}
comprise dans les limites de — ~a -, alaforme gy + byu + cw’ = = |

que I'on résout en développant I'une des racines de ar*+éy+c=o
en fraction continue. Les réduites correspondant aux quotients complets
dont le dénominateur est D, vésolvent 'une ou 'autre des équations
ay’ + byu + cww == D, selon le rang de la réduite. Connaissant y et u,
on en déduit facilement la valeur de x. Lorsque M= o dans la proposée,
on n’a besoin de considérer que les valeurs positives de n, parce que les
valeurs négutives conduiraient au développement des mémes racines, et que
les deux racines d’'une équation du second degré donnent la méme série.

Une fois quel’on aura déterminé une solution p, ¢, pour chaque valeur de

D.D . . s ’ .
n, de — S 45 chacune de ces solutions servira a former une série de
solutions semblables au moyen des formules
xz = pb *+ AqW, y = p¥ =% qb;

ce qui dispense de développer la fraction continue au dela d’'une période.
® et ¥ représentent d’ailleurs, comme nous I'avons dit précédemment, les
diverses solutions de ®*—AY"* =1, et se déduisent d’une seule solution



— 16 —
9, ¥, supposée connue, i I'aide de la relation & + LAY = (¢ + V/AY)",
par la variation de m.
Il est clair que, s’il ne se trouvait aucune valeur de n, I'équation ne
saurait étre résolue. -

METHODE DE GAUSS.

La méthode appliquée a 'équation générale ax’ + adzy + ¢y*=D, dans
le cas de &* —ac—A, exige d’abord que D, quel que soit son signe, soit
un résidu quadratique de A, c’est-a-dire que I'on puisse satisfaire a la con-
dition N* — D +- A¢. Si celte condition, qui revient du reste a celle
que donne Lagrange pour la détermination de n dans le deuxiéme cas,
n’est pas remplie, 'équation ne peut étre résolue. Si elle est satisfaite,
on cherche alors, pour chaque valeur de N, séparément, les valeurs

de = et de y qui peuvent ramener la forme az* + 2bzy + ¢)* a la

N*—A . . . 0o
forme Dz* 4 aNay + —5— "5 ety si celte condition est satisfaite pro-
prement (*) par x=uax’' + €)', y=1y2' + 8y’ les valeurs x=a, y=y
sont une solution de la proposée.

Dans l'application du procédé, on se borne aux valeurs de N positives
. . . . , D
ou négatives, qui numériquement ne sont pas supérieures a —. La trans-

formation définitive s'obtient au moyen de transformations successives
dont nous avons longtemps hésité a donner la régle, parce que nous dé-
sespérons de la donner avec une clarté suffisante.

Pour opérer ces transformations successives, on passe de la forme
az* 4 2bxy + cy* ainsi représentée (a, b, c), suivant Gauss, a la forme
b*— A

a
miné de telle sorte que &' soit compris entre LA et LA —a/, si a’ est

positif, ou entre V'A et VA + d', si a’ est négatif. On continue ainbsi,
de forme en forme, jusqu’a ce qu’on en trouve une, ce qui arrive infail-

(a', ¥, '), en posant b+4& =1a' et = , &k devant étre déter-

liblement, dans laquelle le troisi¢éme terme ne soit pas plus petit que le
premier, et qui prend le nom de forme réduite, dans la langue de Gauss.

(*) *Expression de Gausse qui signifie que ad — &y cst plus grand que zéro.
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Si,  partir de cette forme réduite, on continue le méme mode de trans-
formation, on obtient la période toujours composée d'un nombre limité
de formes, au dela desquelles elle se reproduit.

Cela posé, on commence les transformations de (D N, A) jus-
qu'a la réduite. On opére alors sur la proposée (a, 4, c) jusqu’a la r¢é-
duite d’abord; puis, en continuant, on forme sa période, jusqu’a ce quon
rencontre, s'il est possible, la réduite de I'autre forme. Le but étant de
trouver une forme commune aux deux suites, le travail s'abrégera de lui-
méme, si cette forme commune vient a se déclarer dans les deux suites,
avant la formation de la période.

Il en résulte alors une série de formes qui commencent a («, b, c),
N*—

. A . . . . .
et se terminent 2 (I), N, ); ais, pour la réaliser, il faut avoir soin

de supprimer la forme commune, el de prendre dans un ordre inverse,
pour faire suite aux formes déduites de (a, b, ¢), les formes qui pro-

viennent de (D, N, y’—;—ﬁ). Il faut, de plus, dans chacune de ces der-

‘niéres, remplacer le signe du terme moyen par un signe contraire, et faire
changer de place entre eux aux termes extrémes. Clest ce que Gauss ap-
pelle substituer a ces formes les opposées de leurs associées.

Toutes ces formes dans leur enchainement ainsi défini, ont, de 'une
a I'autre, une relation constante que voici, c’est que le premier terme de
chacune d’elles est égal au dernier terme de la forme précédente, et que
la somme des deux termes moyens considérés dans deux formes consé-
culives, est exactement divisible par le terme qui leur est commun. Ces
conditions, jointes 4 ce que, daus tous ces trindbmes, &* — ac = A (*),
assurent ce que Gauss entend par leur équivalence propre, c’est-a-dire la
propriélé qu'elles ont de donner les représentations du nombre D, qm
appartiennent  la valeur N de VA (mod. D).

Voici, dés lors, lalgorithme particulier qui sert & déterminer les va]eurs
ay 6, v, § dont on a besoin pour passer, directement, de la premiére
forme & 'une quelconque de celles qui la suivent.

(*) Suivaot la dénomination de Gauss, ces formes sont contigués,
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Représentons les formes trinomes successives par

(ay b, )3 (a, ¥, a"); (a", 8", a™); ... etc;
b ¥ ., EAE . b
et posons — =HK; pr =k —a,T—-=h 3 o.. etc

on aura, pour déterminer les valeurs
«, 6,7, 8 «”, 6", 1", 8"; a”y 6"y ¥, 8"; ... elc.
propres i faire passer directement de la premiére forme a celles qui la
suivent, la loi de formation indiquée dans le tableau que voici : ‘
o = o0; 6 =—1" Yy =13 ¥ =4
o' = €; 6= K¢ 3 =7%; "= W& —1
&

- a'” — 6"; 6"1 — ,'1"6" —_— 61; 7!" = I; 8"' — h"'S" — 8';

.
H
H

cee H cee H e e H cee H

etc. 3 etc. H etc. ete,

-

A Yaide de cet algorithme facile & saisir, on pourra former les va-
leurs «, 6, v, & dont on a besoin pour passer, directement, de la forme
i@, b, ¢) & la forme (D,N, e
solution de la proposée.

1l y en aura ainsi une pour chaque valeur de N, positive ou négative,

A
), et alors £ —a, y=y seront une

. D, . . —_
dans les limites de ——a -I;)-, toutes les fois que la réduite de (D, N, ND A)

se trouvera dans la période de («, b, c). Ces diverses solutions obte-
nues, on aura toutes celles qui en dépendent respectivement, a l'aide des
formules
r=al=—YAu, y=qt—au,

¢ et u étant des valeurs quelconques propres a résoudre T*-—AU* =1,
lesquelles se déduisent les unes des autres, au moyen de la loi déja plu-
sieurs fois indiquée, pourvu qu'on connaisse un seul systeme de ces va-
leurs (*). - -

Lorsque le second terme manque dans I’équation a résoudre, il suffit

Cas .. . »w D .
de considérer les valeurs positives de N jusqu’a <. En effet, suivant les

i s P N*— A Ne— A
principes de Gauss, les formes opposces (D,, N, — ), (D, —N,— )

sont équivalentes proprement et improprement puisque la proposée (a, o, c)

Nous avons respecté, antant que possible, les notations dont se sont servis les auteurs.
pecte, que p 7
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est ambigué. Le calcul conduirait donc a la méme série, bien que par
des routes différentes.

~ A ceux qui n’ont pas I’habitude de cette langue difficile, qui n’a guére
été parlée que par celui qui I'a faite, il suffit de dire que, si les valeurs
r=oqx + 6y, y=ya'+ 3y, substituées dans la proposée (a, o, c),

Na — cy
D b

-

donnent naissance i laforme (D, N, — A) quand on prend 6 =

N . . N*—A
3= —7—'1')-1‘, les mémes valeurs font naitre la forme (D, —N,— )

lorsqu’on remplace N par — N dans les expressions de € et de 3. La
réciproque étant vraie, il y a nécessairement autant de transformations
d’'une espéce que de 'autre, de sorte qu'on trouvera les mémes solutions
pour la représentation de D, quel que soit celui des deux modes de calcul
que I'on aura voulu suivre.

Telles sont les méthodes dont nous ne pouvons faire qu'un résumé ra-
pide; le procédé que nous avons donné pour résoudre z*— Ay*=r",
réussit toujours, dans le cas particulier de A=a* -+ r, si m est pair, et
dans celui de A = a*—r, quel que soit m; et, lorsqu’il s'agit de I'équation

z* — Ay* = — 1", il réussit encore dans le cas de A =a*+ r, pourvu
que /m soit impair.

Les solutions indépendantes de r et celles qui en dépendent, si faciles
a découvrir par notre méthode, servent i déterminer toutes celles qui
leur sont semblables avec le secours des formules déja citées. Notre prin-
cipe met donc en évidence, dans les cas particuliers que nous avons in-
diqués, la possibilité de résoudre les équations de laforme z* —Ay* —==r~,
et les diverses formes de solutions que 1’on peut toujours obtenir, ce que
les méthodes connues jusqu’ici n’établissent qu’aprés les calculs laborieux
tentés pour leur résolution. Mais on peut se demander si, dans ces mémes
cas particuliers, les méthodes générales que nous avons essayé de repro-
duire, ne feraient pas découvrir plusieurs séries de solutions la out nous
n'en trouvons qu’une, de sorte qu'il reste i faire voir qu’il n’en peut exis-
ter qu'une de chaque espéce. Nous ferons observer i cet égard que les
méthodes de Gauss et de Legendre, pour trouver un carré N2 égal a
A + D¢, conduisent, dans l’hypothése’ de D ==/~ a une expression

de la forme N — ¢ 4 A, et qu’ainsi, avec la condition imposée a N de
3.

-
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, "o, . .
ne pas dépasser o il ne saurait exister qu’une valeur de N, et, partant,

qu'une seule série de valeurs. 11 est ¥rai que le premier cas traité par Le-
gendre, celui de D <L”A, échappé 4 ce raisonnement, puisque, dans
cette hypothése, il procéde au développement de LA, sans aucune trans-
formation préalable; mais Gauss n’établit pas cette distinction, et il est
d’ailleurs évident que la méthode proposée par Legendre pour le cas de
D> V7§, bien que plus longue dans la pratique, n’en est pas moins ap-
plicable au premier cas de D <L7A.

Application de la méthode de Lagrange aux égquations qui ont servi
dexemples.

1° 2*-—agy* =17°. On pose x=ny — 343z, n est un nombre qui ne

peut excéder 3—?, et assujetti a la condition de rendre n* — ag divisible

par 343. La valeur =283, que l’'on trouve, donne la transformée
20y* — 166yz + 343z*=1. Pour résoudre celle-ci, il faut développer
I'une des racines de 2qr* — 166y + 343 =o, jusqu’a la premiére réduite,
de rang pair, correspondant au quotient complet dont le dénomina-
teur est 1. Si on développe la plus grande des deux racines, savoir

3 . 3 . )
7____8_—I-ML2—9' , la réduite cherchée est %, et donne par conséquent

3==31, y =137, et, par suite, =738 (*).

Si maintenant on appelle @ et ¥ les diverses solutions de &*— ag¥* =1,
toules les solutions semblables de la proposée seront données par les for-
mules

z = 7380 * 29.137.¥, y = 738W % 1370.

Quant aux valeurs de & et de W, le développement de L”"ag donne, pour

la premiére réduite de rang pair, correspondant au quotient complet

, On trouverait, pour premiére solution,

83— 29
(*) Si on développait l'autre racine ——0—9

T =12278, y =433, solution comprise dans les formules générales qui suivent, ou il

suffit de faire @ = g801, ¥ —= 1820.



LV 29+5

go81
1820

étre substitués a ¢ et & ¢ dans la formule ® 4 LV 2g¥ = (9 + Va9 ¢)"
destinée a déterminer les quantités dont il s’agit.
2° »—19y*=3% On pose x=—ny — 81z, et 'on trouve n= 10, d’'oli

*), le nombre fractionnaire dont les deux termes devront
9 9

r*—aoz+ 8132 = 1, ou (y —10z)*—19z* = 1.
Tout se réduit donc a résoudre y?—19z*=1. Pour cela on développe

. 170 1 . .
119, et l'on trouve 39 POUT la réduite qui correspond au premier quo-

tient complet ayant 1 pour dénominateur, lequel est —V—'_f_*-—". Comme

cette reduite est de rang pair, elle résout I'équation ®* — 1g¥* =1, et, par
conséquent, y* —19z*=1. Onadonc z=39, ' =170, y = 560,
x=a441.

Pour obtenir maintenant toutes les solutions semblables de la proposée,
on aura les formules

z = 234410 * 19.560W, y = 2441¥ 5600,

en désignant par & et ¥ les solutions diverses de ®* — 1g¥* = 1, so-
lutions que I'on peut déduire du systéme ¢ == 170, ¢ = 39, a l'aide de.
® + 1V 1g¥ = (p + V19 ¢)", en faisant varier m.

3° 2*— 31 =—216. z et », ne pouvant étre impairs ni 'un ni
lautre, doivent étre de la forme 22, 2y’. 1l s’agit donc de résoudre
x* — 31y = — 54. En posant z=—ny — 54z, on trouve n=—1a5,
et, pour la transformée, 11y’* — 50y’ 24 542* = — 1. Si nous développons
alors I'une des racines de 11)*— 50)' + 54 = o, la réduite qui corres-

l/—+ 5

pond au premier quotient complet

est —9—; et, comme elle est

de rang impair, el par conséquent momdre que la racine développée, on
a, pour résoudre la transformée, y’ = a5 et z—=g, d’ou I'on déduit
' =139, et, par suite, =278, y =50 pour résoudre la proposée.
Pour obtenir les autres solutions de méme espéce, il faut résoudre
@&* —31¥*=1. On trouve, en développant L 31, pour la réduite qui

. Vv 5 .
(*) La premiére réduite correspondant au quotient complet —-Lsi+—, est ;, mais

elle est de rang impair, et serait une solution de 2* —agy* = —1.
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, la valeur 1520 Or
273

cette réduile est plus grande que V31 ; on a donc, pour premier systéme,

correspond au premier quotient complet l/—-—3;_‘_—5
¢ = 1520, $=1273; et les autres s'obtiendront au moyen de la relation’
o+ V731¥ = (¢ + V31 {)" Ainsi I'expression générale des solutions
cherchées sera
z = 2780 X 31.50¥, y.= 278¥ X 500.
Si I'on fait ®=1520 et ¥ =273, et quon change les sngnes, on
trouve x=>590, y =106.

Application de la méthode de Gauss aux mémes équations.

1° 2*—ag)* — 7°. Gauss donne une méthode pour trouver un carré
N* dont A soit résidu suivant le module p™, mais avec la condition indis-
pensable que A soil résidu de p, ce qui est ici I'hypothése.

Cette méthode conduit a N—283, de sortequela transformee(D N, D—A)
est (343, 83, 20).

Cela posé, voici la suite du calcul :

Formes de (D N ) jusqu’a saréduite: (343, 83 20); (20,—3, —1);
(—r1, 5, 4).

Formes de z*—agy* jusqu'a sa réduite : (1,0,—29); (—29, 0, I).

Période de (—ag, o, 1) jusqua la réduite (— 1,5, 4):
(—29, 0,1); (1, 8,—4); (—4& 3, 5); (5, 3, —5); (—5,3,4); (65, —1); (—1,54).

Formes successives et continues de (1,0, —ag) a (343, 83, 20):

(1,0, —29); (—29,0,1); (1,5 —4); (—4,3,5); (5,3,—35); (=5, 3, 4);
(4y 5y =—1); (—1,3, 20); (20— 83, 343); (343, 83, 20).

Valeurs de a, 6, 1 3:
o, -— 1, 1, 0;

-— 1, -_— 5, o, _ 15

—_— 5, 11, - I, 25

11, 16, a, 3;

16, - 27 3, - 5

- 3 - 79 — 5 — 13;

- 70, 587, — 13, 1093

587, — 2278, 109, — 423;

- 2278, — 589, - 433, — 109.
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On aura donc, en changeant le signe, x==12278, y==423; et toutes
les solutions semblables s’obtiendraient par les formules

z = 2278 = 29.4334, y = 423t — 22784,

~

dans lesquelles ¢ et « sont une solution quelconque de T — gl =1.
Si on prend £=g801 et u=1820, on trouve la solution x=1938,
y =137, obtenue par I'autre méthode.

2° x*=—19y* = 3% On trouve d’abord N = ro.

Formes de (D, N, =
(-3, 3, 5).

Formes de 2> — 1gy* = 3¢ jusqu’a sa réduite: (1, 0,— 19);(—19, 0, 1);

Période de (— 19, 0, 1) jusqu'a la réduite (—3, 2, 5):

’;A) jusqu'a sa réduite : (81,10,1); 1,4, —3); -

[—19, 0, 1); (z, & —3); (=3, 2, 5).

L’apparition d’une forme commune aux deux suites, savoir (1, 4, —3),
avanl la réduite (—3, 2, 5), abrége un peu le travail.
Formes successives et continues de (1,0, —19) a (81, 10, 1):

(s, 0, —19); (—19, 0, 1); (1, —10, 81); (81, »o, 1).

Calcul des valeurs «, 6, 7, 8:

o, -1 1, 03

-_—1, 10, 0, —1;

10, 1, -1, 03;

d’ou il résulte - z = 10, y=—nr.

Les valeurs semblables seront données par les formules générales
Z = 10t — 194, Yy = t—10u;

et, si on prend =170, u = — 39, valeurs qui résolvent T’—‘ 19U =1,
on trouve x =441, y =—>560, solution déja trouvée.

3 2*—~31*=—116, ou plutdt 2> —31y> = —54, puisqu’il faut
poser x =1ax’, y=2ay’. On trouve d’abord N —=25.

Formes de (D, N, N';)- ):(—54, a5, —r11); (—11,—=3,2); (2,5,—3).

Formes de (1, 0,—31) jusqu’a la forme (2, 5, —3):
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(1, o, _3‘); (—3" 0, l); ('7 51'—'6); (—’61 1, 5)5 (5, 4, _3); (—3, 4,2); (3,5—3).
N’-—A\ .
) :

(1, 0, —=31); (=31, 0, 1); (1,5, —6); (—6, 1, 5); (5, 4, —3);
(—3, 5, 2); (2 3, —11); (=11, —2a5, —54); (—54, 35, —11).

Formes continues de 2*—31y* jus;qu’é la forme (D, N,

Calcul des valeurs o, 6, T 8:
o, —_ 1, 1, 0; B
— 1, — 5 o, — 13
— 5 6, —_ 1, 1;
6, 11, 1, 2;
11, — 3y, 2, - 73
— 3y, — 167, —_ 7 — 3oy
— 167, — 295, — 3o, — 53; .
— 295, 167, — 53, 3o0;

d’ott I'on déduit 2’ =295, y' = 53; et, par suite, x =590, y = 106.
On aurait pour les valeurs semblables
z = bgot — 3‘r.106u, ) ¥ = 106t — 5gou;
et, si on prend ¢=1520, u =273, valeurs qui résolvent T'— AU*= 1,
on trouve la sojution précédemment obtenue = 278, y = 5o.

Dans l'application des deux méthodes nous avons suivi, pour la dé-
termination de et de N, les procédés indiqués par les auteurs ; mais nous
avons également obtenu leurs valeurs par un procédé particulier, que la
longueur de ce mémoire, déja trop étendu, nous cwpéche d’exposer ici.

FIN DES NOTES DU CINQUIEME MEMOIRE.
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THEOREME DE FERMAT,

RECHERCHES NOUVELLES. — PREMIERE PARTIE. — TROISIEME ET DERNIEB’ LIVRE.

Dans ce troisiéme livre, nous nous proposons d’appliquer les principes
des deux livres précédents, et de démontrer que, relativement aux nom-
bres premiers § de la forme 24en + 1, les deux relations 1 + ¢ +¢=o,
1 + e==1¢" sont impossibles pour =35, 9=17, =11, ¢=13, =17,
et p—19. Trois. exceptions nouvelles, seulement, devront étre ajoutées
au tableau, que nous avons denné dans le second livre, des facteurs 6 qui
échappent a notre analyse.

On ne doit pas oublier que 7 est un nombre premier plus grand que 3,
et que ¢ est une racine de x°=1, autre que l'unité.

PREMIER PRINCIPE.

Les relations 1+ ¢ ¢f=o0, 1-4¢=¢" sont impassibles pour ¢=35,

et pour P=7.

L’impossibilité des deux relations proposées résulte immédiatement des
principes généraux.

Ainsi, pour ¢=35, I'absurdité est démontrée par le premier principe
du livre second, dans les cas de z=1 et de 3==5; et par le deuxiéme,
dans les cas de =2, =3, z==4.
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Pour p=7, I'absurdité est élablie par le premier principe du méme li-
vre, dans les cas de z=1 et de z=—17; par le second, dans les cas de
=2, z=4, z=6; et pay les troisiéme et quatriéme, dans les cas de
z=3 etde z=>5.

Pour ces deux valeurs de ¢, il n’y a pas d’exception au dela
de n=3.

DEUXIEME PRINCIPE.

Les relations 1 4-¢ 4 ¢*=o0, 14 ¢=¢" sont impossibles pour ¢—11.

. Le premier principe du second livre met en évidence I'impossibilité des
proposées dans le cas de z—1, etdansceluide z=11.

Le second principe la démontre pour z—2, z—=6, z=1o0.

Enfin, le troisiéme et le quatriéme la rendent incontestable pour z=3,
z=4, z==5, z=7, =8, et 2=9g(").

La proposition n'admet, au dela de =3, qu’une seule exception,
celle indiquée au tableau du second livre pour ¢—11, savoir §—683
dans le cas de n=231.

TROISIEME PRINCIPE.

Les deux relations 14 ¢+ ¢ =o0, 1} ¢==¢* sont impossibles pour ¢=13.

L'impossibilité résulte des deux premiers principes du second livre,
pour les valeurs z=1, =2, 3=7, 3=12, et z2=13.

(*) Voyez la premiére note, page 16
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Elle résulte des troisiéme et quatriéme principes, pour z=3, :=S5,
2=6, z=38, z=9, et z=11i (*).

Il reste donc a examiner I'impossibilité des deux relations pour I'une
des deux valeurs z—=4, z=10; car ces deux cas se réduisent a un seul,
d’aprés le deuxiéme principe du premier livre.

Commencons par démontrer 'impossibilité de 1 + ¢ + ¢*=o.

En carrant 1 + ¢‘=—-¢, on trouve Ja relation 1 + a¢*+ $=¢*. Mais,
si 'on donne a la proposée la forme ¢® + ¢'*=—:¢, et que I'on carre,
on trouve ¢ + a¢® +¢?==¢: on a donc 1 + 2t + S=¢’ + 2+ ou
1+ 2ct=¢" 4 ¢ + % d’ol 'on déduit successivement 1 + 2¢* + ¢*=¢’,
act=¢ + ¢, et 3=o.

Reste le seul cas de 1 + e=¢". ‘

Formons la septieme puissance de cette relation, et rédpisons:nous trou-
vons ¢ 4 ¢ + f 1 + 4 ¢t + e=o0 (*), et, par suile, 3¢* + 2 =0,
a cause de ¢ + 2=¢". Le dernier résultat obtenu conduit i la condi-
tion numérique 3 =-—a" ou 1602515=0. Or ce nombre, qui est
égal a 5.79.4057, nesaurait étre un multiple de 2k¢n + 1, pour ¢=13,
n étant plus grand que 3, si ce n’est dans le cas de 4057, pour n—=13.
On a en effet 79=2.3.13 + 1, et 4057=2.2.2.3.13.13 + 1. Pour
faire disparaitre cette exception, cherchons d’autres conditions numé-
riques. .

1° Formons les diverses puissances de 3¢* + 2¢/>=o0 ou plutét de
3¢ = — 2; et cherchons, dans les relations nouvelles, celles qui contien-
nent les exposants de ¢ considérés dans I’une des trois formes 1 +e=é,
¢* 4+ 1=¢, ¢ + ¢°=1, de la proposée. Nous aurons ainsi les éléments
d’une élimination facile. Voici ces relations :

5=—3; 9e'°=4 ou 4e'=g; 27¢%=—8 ou 8e''=—ay;

818 =16 ou 16:5=281; 243¢>=—32 ou 3ae=— 243.

3= —2 ou 2¢

Prenons 4;359 et 243¢*= — 32 pour éliminer avec &+ 1=
nous trouverons 1343=o0. Or ce dernier nombre, qui est égal a 17.79,

(*) Voyez la seconde note, page 18.

" (*) Voyez, pour ce développement, la note troisiéme, page 21.



— 6 —
ne saurait étre un mulliple de 24en + 1 pour =13, si on suppose n
plus grand que 3.

2° Voici encore une élimination assezrapide: )

Les deux relations 3¢* + 2¢82 =0, 1 4+ ¢= ¢ conduisent a
26" + 3e=—3, d’ou l'on déduit, en carrant deux fois de suite,
4 4 gt =—3, 16¢% + 81¢* =—63. Mais, 3¢* + 2¢'=0 pouvant étre
mis sous la forme 3¢ + acs*=o0, il devient facile d’éliminer, et Fon
trouve 68335=o0. Or ce dernier nombre est égal 3 5.79.173, et
173=2.2.43 + 1.

Les deux résultats que nous venons d’obtenir, conduisent donc, comme
celui qui avait précédé, a la méme condition numérigque 79=o, et ser-
vent a écarter I'exception du facteur 4057. En conséquence il 0’y aurait
d’objection nouvelle a 'impossibilité de 1 +¢=¢* que pour le seul fac-
teur 79, dans les casde n—=1 etde n=3.

On voit, en définitive, que, pour ce troisieme principe, il 0’y a aucune
exception a ajouter a celles qui ont éié indiquées, au tableau du second

!

livre, pour ¢=13.

QUATRIEME PRINCIPE.

Les relations 1 4 &4 ¢*==o0, 1+ ¢=¢", sont impossibles pour ¢p=17.

Les quatre principes du second livre démontrent l'impossibilité des
deux relations, le premier pour s=1 et z=17; le second pour z =12,
z=g, = 16; le troisiéme et le quatri¢éme pour :=3, =6, z=8,
s=10, z=12, et 3=15.

En conséquence les seuls cas restant a examiner, dans les deux rela-
tions, sont ceux de z=4, z=>5, z=17, z=11, 3=13, z2=14.

L'examen de ces valeurs dans la premiére relation, se réduit a un

* seul cas, eu égard au troisiéme principe du premier livre.
Quant 3 leur examen dans la seconde relation, on peut choisir ou d’es-



sayer, en raison du deuxieme principe du premier livre, 'une des valeurs
de chacun des trois groupes binaires 4,14; 5,13; 7,11; ou bien d’es-
sayer, conformément au quatriéme principe du méme livre, une seule de
ces six valeurs dans les trois relations

14t —e&=o, 1—e4f=o0, —i1+4e+e=o.

Nous ferons usage du premier mode d’examen (*).

Commencons par démontrer Pimpossibilité de la relation 1 + ¢ + ¢*=o0
pour z=4.

On trouve, en multipliant 14+ ¢*=o0 par 14 + & + ' + 7,
puis ajoutant de part et dautre ¢ 4 ¢* + ¢, et réduisant :

=2¢ + & + 3. Ce résultat devient successivement &4 ¢ = ¢,

%, sion pose e?=¢ dol e=1¢"°, =",

1+ ?=¢) etenfin 1 4=
Or Pabsurdité de 1 4 ¢=¢" est démontrée pour z—6.
Occupons-nous maintenant de P'impossibilité de la relation 1 4 e=:

pour z=4, :=25, et z=7.

Premicre hypothése z—4.

Si on développe la cinquiéme puissance de 1 +e=¢', et qu'on ré-
duise, on trouve 3¢'> + ef=—a2ac® (**). Cette relation rentre dans Iu
forme générale a¢” + be™ “=c", mais la méthode conduit & des nom-
bres considérables qu’il importe d’éviter. Or, a cause de e=c¢+¢ la
relation 3¢ + ¢¢=— a2 devient 3:_'3 + 34 +a’=o, et peut prendre
Yune des formes 3¢® 4+ 289=—3, 3¢'® 4+ 2=—3". Ces derniers résul-
tats peuvent servir i I'élimination de ¢, avee Qe’ + =4¢°—6 obtenu
_par Pélévation de 3¢ 4+ f=—a¢® au carré. Faisant d’abord dispa-

raftre ¢'®, on a 278 4 158 =—136; puis éliminant successivement -
avec 3¢ + a?= — 3, les deux puissances & et ¢, on trouve les denx
résullats 179=-—11, 51 =—2g, qui, maltipliés membre 3 mem-

bre, donnent 548=o0. Or 548=12.2.137, et 137=2.2.32.17 +1:
il n’y a donc pas d’exception pour n plus grand que 2.

- (*) Voyez la note quatri¢me, page 21, sur I'emploi du second mode d’examen.
(*) Yoyez, pour le développement, la note cinqui¢me, a la page 22.
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Deuxiéme hypothése z=>5.

Si on cube la relation 1 + ¢=¢*, on trouve 1 + 3¢® + & =¢"; mais

de 1+e¢=¢ on tire ¢*+¢®=e : donc, en ajoutant, on aura
1438 +e%=o, et, par suite, 3¢ + =0, dou lon conclura
3=—1.

Pour éviter d’avoir a considérer la dix-septiéme puissance de 3, on
déduit, de 3¢ + =0, la relation 3e’=— 1, d'otr gt =1; et, aprés
avoir mis 14 e¢=¢ sous la forme ¢® + 1=¢%, on obtient, par I'éli-
mination de ¢*: ge**=—8 ou g=— 8¢, ce qui donne enfin 64¢*=381.
Cette derniére relation, combinée avec 3¢*=— 1, conduita 3o7=o0
ou 2.3.3.17 + 1=o0.

On peut obtenir la méme condition numérique, comme il suit. Les
formes de la proposée étant 1 4 ¢= S, P+ el=1, Cfri1=¢, il
s'agit de déduire de 3¢ = —1 les deux puissances de ¢ nécessaires a
P'élimination. Or la série est :
3Eg; 2756—3—1 ou ¢''=—2ay;

818 = 1 ou® =81; 243¢°=—10ue’ =—243;729¢*=1 ou e’ = 5ag.

3=—1 ou e¥=—3; gef=1 ou ¢

On obtient donc facilement, en combinant lestrois relations ¢ + ¢3=1,
¢”’=g,729¢"*=1, la condition 5833= o ou 19.307= o : ainsi il n’y a pas
d’exception au-dela de n = 3.

Troisiéme hypothése z—=71.

Si on forme la cinquiéme puissance de 1+ e¢=¢’, et quon
réduise, on trouve 3¢+ +2=0(") ou 3¢ 4°=—2s. Or,
en carrant 1 —¢=—¢, on trouve I 4 ¢ —a’=¢: donc
3 4 =—a—2e* 4 4¢’ ou J—e°=2ae'*+a, résultat que I'on
peut mettre sous la forme 2¢™ + ae’=1—¢ (**).

Elevons au carré la premiére de ces deux derniéres relations, nous

trouvons 53—-75"545"+6; et, si on élimine alors ¢ et ¢%, on ob-

(*) Voyez, pour ce développement, la note sixiéme, page 23.
(**) On pourrait appliquer la méthode générale a ces deux relations, mais on
serait conduit 4 de trés-grands nombres. '
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tient 3¢ —11=8¢""—4, qui, a cause de 8:°+8:'=38, prend la
forme 11¢'°— 117 =4. On obtient alors trés-simplement 11e'=—13
ou 13=—r11, et, par suite, 13¢° + 13¢’=12 d’ot il est facile de
déduire successivement 143¢'°=9a, 143’ =40, et 1676g=o0. Or
16769, qui est égal a 41./409, ne saurait étre un multiple de 24¢n + 1
pour ¢ =17, si ce n'est pour 6 = fog dans les casde n—=1, n=a,
et de » =3, a cause de 4og = 2.2.2.3.17 + 1. Si on com-
parait 13 + 13¢7= 12 avec 11¢° — 11¢7 =4 mis sous la forme
33¢ — 337 = 12, on obtiendrait 10 = 23 qui, combiné avec

11e'*= — 13, donnerait fog=o.

Ainsi le quatriéme principe ne peut comporter pour 8, n élant plus
grand que 3, d'autres exceptions que celles qui ont été indiquées au
tableau du second livre pour ¢=17.

.

CINQUIEME PRINCIPE.

Les relations 1 +¢+¢*=o0, 1+ ¢==¢" sont impossibles pour ¢ =1g.

L’impossibilité est démontrée par les quatre principes du second livre,
savoir :

Par le premier,
pour z2=—1 et 3=19,

Par le second,
pour z=—2, z=—10, et 2=—18;

Par les deux derniers,
pour =3, z=9y, z=9, z=11, =13 et s=17.

1l reste donc 4 démontrer I'impossibilité des deux relations dans les
casde :=4, s=5, =6, =14, =15, 3=16; et dans ceux
de =28, z=—=1a.

Occupons-nous d’abord de I'impossibilité de la relation 1+ ¢+ & =o.
D’aprés le troisi¢me principe du premier livre, il suffira de considérer

le cas de z=14 pour les six premiéres valeurs de z,"et celui de = =328
pour les deux autres.
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Premicre hypothése z— 4.
Multipliez la relation 1 4¢+ ¢*=0 par 14+ + 7+ O+ + ¢S,
ajoutez de part et d’autre ¢* + ¢, et réduisez, vous trouverez

e=c +¢? ou 1+ =¢; et, en posant ¢ =¢, dou e=¢'', on
aura 1+ ¢ = ¢™ relation qui rentre dans celles dont I'impossibilité

est démontrée.

Deuxicme hypothése z—=38.

Multiplions 1 + ¢+ =0 par 1 + & + ¢ + &+ >+ 4 7, ajou-
tons ¢’ de part et d’autre, et réduisons : nous trouvons a¢* + " =¢’
ou 2¢ + ¢®=¢ relation a laquelle peut s'appliquer la méthode des sé-
ries. Pour les éviter, on a dabord 2 + ¢ =¢; mais de 1+ f=—:

on obtient 1 + ¥+ 2 =¢ qui, par Pélimination de ¢ avec

28 + 2= ¢, donne " — 4= ¢4 1 dont le carré est

3 i .
€4+ 14e°=¢" + 9. Ces deux derniéres relations sont également abor-
dables par les séries, mais on peut éliminer immédiatement e et ¢, si

on ajoute membre a membre 2 4 e3=¢ avec &+ 145‘655‘3—1-9: on

trouve, en effet,2¢"° = 1; et, comme on en déduit, en carrant, 4e =1,
on peut éliminer ¢, On arrive ainsi a 45359, et enfin 2 8=
ou 1=o0, en multipliant membre 2 membre cette derniére condition
avec 2¢%=1.

pu— 4

Occupons-nous maintenant de 'impossibilité de la relation 1 + ¢=-

pour les valeurs z=4, =5, =6, z=14, z=15, 3=16; z=3§,

Daprés le deuxiéme principe du premier livre, I'examen de ces di-
verses liypothéses se réduit a celui des valeurs z=14, z=35,
:=6, z=8.

Premiére hypothése z=A4.

Formons la sixiéme puissance de 1 + e=¢: npous lronvons
57° 4 58 + &+ 1=o0 (*). On déduit de cette derniére relation,

5:" 4+ 5&75——5‘—3,, 58" + Bl =—1 —e—¢, 5+ 5d=—1—¢

(*) Voyez, pour le développement, la note septiéme, page 23.
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ou ¢4 ¢/ =-—5— 5¢'%. Multipliant ce dernier résultat par 5, pour
éliminer le premier membre, on trouve 25¢* + af—¢*=o.

Pour éviter les nombres considérables auxquels on serait conduit
en appliquant les méthodes a la relation que nous venons d’ob-
tehir, reprenons 5¢° 4 5¢° 4+ ¢* + 1=0. On trouve successivement

5 4+ = — 50 — &, a5l 4 % = 25 + ¢ + 108 — 10,"

158 =24 — 10, et 15 =24 — 10¢° qui se préterait a la mé-
thode.

Mais, sous la forme 10¢™ + 15¢° = 24¢*, la néme relation devient
256" 4 1569 = 24¢* 2 cause de ¢’ = & + ¢ On pourra donc combiner
cette derniére relation avec 25¢** —¢=-—24 qui donne, au camé,
625¢° 4- £'°==626 ou 625 4 ¢ =626, et 624 4+ ¢* = 626¢°. L’élimi-
nation de ¢* donne 14976 + 156 = 149gge'°. Si maintenant nous éli-
minons successivement ¥ puis ¢'°, nous trouvons 937439e' = 936939,
' 468719567 = 68719y, et 2339849744 = 0. Ce dernier nombre est égal
a 2.2.2.2.761.192169. Mais, pour éviter d’avoir  vérifier si 192169
est un nombre premier; cherchons une autre relation.

De 25¢* — & =—2a4, on déduit successivement 25:9 — 1=— 24¢'%,
25¢° + 25¢° — 1 = — 24", 625 4- 62585 — a5 = — a4 + 576,
649> + 6258 = 601, 64g® + 625¢° = 6o1c'. Maison a trouvé
256" 4~ 15¢9 =a4¢* : élimination de ¢ donneradonc 65616 —25:'°=0;
et, comme en carrant 25¢% — £ = — 24, on a déja obtenu
6258 +¢°=626, onarrive aux résultats successifs 156256 +25¢°==15650,
22186¢° = (5650 ou 11093¢° = 9825, 11093 = 2053593, et
15946310576 = o. Or 15946310576 = 2.2.2.2.7.761.187093, et
187093 est premier avec 19216q. Ainsi il est clair qu'on ne saurait satis-
faire aux deux conditions numériques précédentes, pour aucuyn facteur
premier aken + 1, si ce n'est pour le facteur 8=1761; et, comme
761 = 2.2.2.5.19 + 1, cela ne serait possible pour z plus grand que 2,
que daos un seul cas, celui de n=>5.

Deuxieme hypothése z—=15.

Développons la quatriéme puissance de 1 - :=:’ : nous trouvons

successivement ¢t 4 4 4+ 66 + 3¢ 4+ 1==0, ¢ + 3¢’ +3z? +1=o,
"
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3¢'* 4- & + 1 = 0. Cette derniére relation est de la forme ac* + " =e¢;
et, si Ton forme la série des puissances impaires, a l'aide de /¢-

chelle de relation, 953 + = 5, et —g, les seconds membres des
puissances

1, 3, 5, 7, 9 , 11, 13, 15, 17 ,et 19 ,
seront

—1, 8, —31, 8, —136, —67, 1559, —y192, 21929, et—44917.

En conséquence il vient 3'9+ 1=—44917 ou 1162261467+ 1=— 44917
d’ou il résulte 1162306385 = o. Ce dernier nombre est égal a
5.647.359291 ; et, pour ne pas avoir a nous occuper du troisiéme fac-
teur,nous chercherons une autre relation.

De 3¢+ &=-—1 élevé au cube, on déduit 27" + £=8 ou

' —8e= — 19, et par con-

27 + =8¢, 27+ =848t ou
séquent 19 — 8:°=—1. Mais le carré de a7 +& =28 est
729¢° 4 ¢°=10: il reste donc a éliminer ¢ puis ¢, ce qui donne
58519 = 179, 5851:°==919, et 34161600 =o0. Ce dernier nombre est
égal 4 2.2.2.2.2.2.3.5.5.11.647; et, comme 647 =2.17.19+1, il
est évident que, » ne pouvant étre égal a 1, la condition est absurde,

excepté pour le seul facteur 647 dans le cas de n=—17 etde A =1.

Troisiéme hypothése z=—F6.

La relation 14 e¢=¢® donne, au cube, & + 3¢ 4 3e+ 1 =¢". On
en déduit ¢ 438 + 3 +s=1, ¢ +3=1—¢, puis, en carrant,
S g 4+ 67 = (14 e) — be, &+ g 4B =g,
5e'S 4 febt=—¢"" — 9.

Cette relation peut douner une série, mais elle conduit rapidement a
des nombres considérables. 1l faut donc trouver une seconde rela-
tion qui puisse se combiner avec celle-la. Or, si on carre deux fois
5, on trouve successivement &®+4e=:¢"'—a2,

3
=7+ 4= dong,

de suite & +eP=¢
&+ =¢ 42—, Maisona ¢
en ajoutant membre & membre ces trois derniéres relations, on obtien-
dra e¥=2 — 4, Cest-a-dire 2e* — e’ =1.
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Ce résultat suffirait pour conduire au but, mais on évitera des nom-
bres considérables, en le combinant avec 4¢* + Beti= " —g9. En
effet Iélimination de ¢ donne 13¢°=—¢" — 11 ou ¢ + 116 =— 13.
En continuant le calcul d’élimination, on arrive successivement a
46e¢ = — 51, [6e° =— 37, et, par suite, 2 229 = o, résultat absurde,
dans hypothése de ¢ =19, excepté pour 8=—229 dans les cas de
n—=1, n=2, n=3, puisque 229, qui est premier, est égal a
2.2.3.19 + 1. Ce facteur 6 fait déja partie de ceux qui échappent a
notre analyse, pour les mémes valeurs de ¢, de n et de 4.

Quatriéme et derniére hypothése z=—38.

Formons la cinquiéme puissance de 1+ e=¢": nous trouvons, apres
avoir réduit, 3¢® 42 =o (*). Cette relation suffirait, puisqu'elle donne
immédiatement la condition numérique 3=— 2", et par conséquent
1162785755 =0 ou a3a557151=0, apreés la suppression du facteur 5.
Mais ce dernier nombre est égal a 419.555029; et, pour éviter I'appré-
ciation du second facteur, nous allons chercher a éliminer, avec I'une des
trois formes de la proposée,

4=, Bpri=d, 4=,

en formant, a 'aide de 3¢&® 4 aef =0, les puissances de ¢ nécessaires a
cette élimination. On a, pour ces puissances,

28> =— 3 ou 3eT=— a2; 4

8% =— 27 ou a7e8%=— 8; 16
32¢"°=—1243 ou 2439 =—32; 64"

9 ou g¥= 4;
8t ou 81s""=16;
739 ou 7297 =64.

Il

1

On peut alors, pour éliminer, prendre les trois relations
816" =16, 64¢*=7y29, 4 ’=1,

lesquelles conduisent facilement a4 54889 = o. Or 54889 — 131.419.
On peut arriver plus promptement encore. Prenons, en effet, dans la
série précédente, le terme 16¢® = 81 pour éliminer avec 1 +¢=¢*: nous
trouvons 16+ 16:=81 ou 16e=65, et 16:*=65¢ résultat d'ou 'on
peut faire disparaitre ¢*, 2 I'aide de 2¢’#=-—3 ou 16’ =—24. On

(*) Voyez, pour le développement, la note huitiéme, page 24.
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obtient alors 635¢=-—24 qui, combiné avec 16e=65, donne 460g=o.
Or 4609 =11.419: donc 419, qui est premier et égal a 2.11.19+ 1,
est le seul facteur § qui échappe a la démonstration.

Aiusi, en supposaat n plus graod que 3, on voit que le cinquiéme
principe est le seul qui doane lieu 3 de nouvelles exceptions; et les fac-
teurs 6 a ajouter au tableau du second livre soat § = 761 pour R=3,
k=4; 60=647 powr r=17, k=1; =419 pour n=1u1, k=,
tous trois relatifs a ce dernier cas de ¢ =19.

RESUME DE LA PREMIERE PARTIE.

Les principes du premgier livre ont rendu praticable 'examen des rela-
tions ¢ 4+ &+ =0, "+ =", en faisant dépendre la vérification de
tous les cas qu’elles comprennent, de celle d’un petit nombre d’entre eax
auxquels seraménent tous les autres. Tels qu'ils sont, et sans qu'il soit né-
cessaire d’attendre qu’on découvre desformules qui ciroonscrivent encore
davantage le champ de la question, ils rendent le probléme abordable,
. méme pour les valeursde ¢ au dela de 1g. 1l n’y a rien du reste a ajouter
a leur généralité qui en fait, par cela méme, notre meilleure ceuvre.

Les principes du second livre démontrent, pour certaines valeurs de z,
Pimpossibilité des relations 1+ ¢+ =0, 1+ ¢=¢" auxquelles peu-
vent toujours se ramener les formules générales &+ ¢’ + &=o.
€ + ¢/=¢. Le premier la démontre pour z—1 et z=g¢; le second

I .
pour z=—a, z=?': y 3=¢—1; enfin les deux derniers pour les
valeurs

mo 41’ mo -4 2 —1 +3
3=3, z—¢—a, 3= ?3 y z= ?3 0 z=?7, z=2 —

La se sont arrétés nos travaux dans cette voie, mais la route est ou-
verte, et ce serait un précieux labeur que celui qui étendrait la démons-
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tration a quelques-uns des systémes suivants, quand ce ne serait qu'au

premier de ceux-ci, savoir :

mp+1. z=m<p+5’ 5 MP—1

i % 3 T3

Enfin, en appliquant, dans ce troisiéme livre, les principes des deux

2=4, z=9¢—3, z=

premiers, nous avons établi que les relations 1 +e¢+¢=o0, 14+:=.
sont impossibles, relativement aux nombres premiers 6 de la forme
akor + 1, quel que soit £, pour les valeurs

p=5, e¢=9, o=11, o=13, ¢=17, e @=19,
n étant un nombre premier quelconque plus grand que 2.

Si on prend n plus grand que 3, le nombre déja fort restreint des fac-
teurs § qui échappent a notre analyse, se réduit au tableau que nous
avons donné dans le second livre, pourvu qu'on y adjoigne les trois
exceptions que nous avous données pour le cas de ¢ = 19g.

Avec les mémes moyens et des artifices semblables, il suffirait ‘sans
doute de quelques efforts de plus pour pousser, au dela de ¢ =19, les
principes de ce dernier livre; et ce serait peut-étre ce qu’il y aurait de
mieux a faire pour préparer la découverle de la solution générale.

Notre seconde partie, qui comprendra quelques autres principes, éta-
blira les progrés que nous avouns fait faire & la question depuis I’état ot
Legendre I'avait laissée en 1825.



NOTES DU SIXIEME MEMOIRE.

Presire NOTE (). Limpossibilité de la relation 1 + ¢ +¢* =0, dans
le cas de ¢ =11, lorsque z a l'une des valeurs 3, 4, 5, 7, 8, et g, peut
se démontrer par un procédé particulier qui n’exige pas la connais-
sance des principes généraux que nous avons donnés. Exposons le
pour z=3. ' .

Si on multiplie 1 + ¢+ =0 par 14+ + ¢, et qu'on ajoute

de part et d’autre ¢, on obtient, aprés réduction, 2e"=¢ d’on

2" =1 résultat dont I'impossibilité s’établirait comme a la page 4 du
second livre (**).

Quant al'absurdité de la relation 1 +¢=¢* pour les mémes valeurs
de z, nous la démontrerons seulement pour z=3, z=4, z2=25, les
mémes procédés réussissant pour les autres valeurs de z, et, d'ailleurs,
le second principe du premier livre, facile a établir, nous dispensant de
nous livrer a ce travail.

(*) Cette note a été annoncée, a la page 4.
(**) Pour appliquer le méme procédé aux autres valeurs de z, il faudra mul-
tiplier

14e4et=o par i+ 2448 ; +e4ed=o par 142449
14¢e4+e7=o0 par 144t e'°; 1 +e4=0 par 14247 468 ;
I +e+e9Eo par 1 et Sge 3
et réduire aprés avoir complété la série, ce qui conduira & 2" =1.

Pour les trois autres valeurs de z, savoir 2, 6 et 10, on trouvera 2 = o0, si on
multiplie 1 4 ¢4 S=o par 1+ ¢+ &; 14 2=0 par 1 +e3+e6;
1+e+e¢°=o0 par et 4o,



—_17.—
Premiére hypothése z=3. Si on forme la quatriéme puissance de
1 +e=¢, et qu'on réduise, on trouve ¢+ ¢ + e 4 ¢ = o0, vésultat
qui, 2 cause de ¢+ ¢ =¢, devient ¢ +¢* + ¢’ =o0.

Deuxiéme hypothése z—14. Le cube de 1 +e¢= ¢, donne, aprés
réduction, & +¢’ + 1 =o.

Troisicine hypothése z=15. En formant la huitiéme puissance de
1 4e=¢, on trouve 4"+ e+ e+’ +0+e=o0. Ce ré-
sultat se réduit d’abord & ¢* 4 ¢ 4 ¢ + & 4 ¢ = 0, a cause des diver-
sesrelations 4 9=2¢, e"He=¢", ¢t + ¢ =¢%; il devient définitivement
3¢+ ¢ =o.

Les résultats, qui se rapportent aux deux premiéres hypothéses, ren-
trent daus la forme générale ¢ + ¢’ + ¢"=o0 dont l'impossibilité est
acquise; pour le troisiéme 3+ =o0, il conduit da 3"=—1 ou
177148=0. Or 177148, qui est égal a 2.2.67.661, ne saurait étre un
multiple de 2kgn + 1, pour ¢=—11, quen supposant n= 1, n=a,
rn=3 ou r=>5. Pour le premier et le troisiéme cas, il y aurait deux
facteurs 6 =67, 06 =661 qui resteraient exceptés; quant au second
et au quatriéme, Pabsurdité ne serait contestable que pour un seul fac-
teur 6=0661. On a, en effet, 67—2.3. 11+ 1,et 661=2.2.3.5. 114 1.

Mais on peut fairedisparaitre cette derniére exception. Dans ce but, met-
tons 3¢* + £>=o0 sous la forme ¢ = — 3, et formons les puissances de
cetle expression, afin de trouver les éléments pour éliminer avec
1+e=¢. Ces puissances sont £ =g ou g =1; P =-—27; e=38I1...;
et les valeurs numériques de ge® et de ¢ conduisent facilement a 737=o.
Or 737=11.67: il 0’y a donc pas d’exception pour n plus grand
que 3.

Nous mentionnerons, en ferminant celte nole, deux formules qui
donnent tout réduit le résultat auquel conduit (1 + £)” =¢™, toutes les
fois que m satisfait a I'une des deux conditions mz—=¢l/ 4 1,
mz=—=¢/ + m — 1. Cette réduction offre cela de remarquable que les di-
vers coefficients du résultat sont tous égaux a I'unité.
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Ces formules, qui sont

e(m—l):+x+e(m—a)z+x+e(m—3)z+r+'...‘.+ea:+x+e:+l+lEO’
& +e:+m—2 +eaz—|—m—3 +...+.(m—a):+l+e(m—i): =o,

donnent immddiatement, pour ¢ = 11, les développements précédents
(r + 8)‘:'_:'_53", (t+eP=e3 (1 + 5)8 =¢"%, la condition mz—=¢/+1
étant satisfaite par les deux premiéres relations, etla troisiéme satisfaisant
i la condition mz—ol+4m—1.

Ces expressions peuvent se vérifier a posteriori, soit généralement, soit
‘en attribuant & m et 3 z des valeurs particuliéres. Mais on peut les dé-
duire directement de 1 + e=¢°, sans recourir au bindme de Newton.

En effet, pour le premier cas mz = 1, mettons 1 + e =¢ ou
| 4 €™ = & sous la forme 1+ ¢ (" ~*—1) = o, et divisons le facteur
binéme par & — 1, avecle soin de multiplier son coefficient ¢ par e,
puisque ¢ — I==¢ : nous trouvons

l_|_ez-|-l(e(m—9):.'_'_‘(m—?o)z_'_..._'_ez_‘_ l).__=-__0,

ou
e(m—x)z-l--x_'_e(m—a)z-i-x +.”+gaz—|-x+ez+x+ 1=o.

Pour le deuxiéme cas 2z = m —1,0n peut metlre 1 4 ¢=¢" sous la forme
'em_1+emEE:+m—x ou em_‘__em:Eaz«l-m—x’ et em_'__e:-|-m_x(e(m.-l) (:—-1)___050.

Si alors on divise le facteur bindme par &€~" —1, et quon mulliplie

L1 -1

son coefficient par ¢, acause de ¢~ — 1=¢ , on lrouvera
e” + 5"“”'—’ (a("“—") (3—1) + 5(""‘3)(3"‘) LT T e‘(""‘) + et + I) = 0;

ou, en renversant lordre des termes dans le produit effectué,

(m—1)2 =,

em_’_ez-[-‘m—a_|__g:\:—|-m-—3_l__.'._'_‘(m—a)z—l-x 4¢

Deuvxiime vote (1). Les artifices particuliers peuvent dispenser des

principes 3 et 4 du second livre.
© - Ainsi l'impossibilité de 14+ ¢ =o, pour l'une des valeurs 3, 5, 6,

1*) Cette note a été annoncée, a la page 5.
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&, g, et 11, dans le cas de =13, dépendant de celle de 1 + e+ =o,
peut se démontrer comme il suit: '

En cubant 1 +¢&=—¢, on oblient &£—3eé¢=—(+1) ou
©—3¢=:. Si on cube de nouveau, on arrive & ¢—age”=¢>+ge
d’olt 7e +a7e?=1, Cest-i-dire 7¢* 4+ 27=e¢. Eliminant alors ¢* avec
€4 1=—¢7, ontrouve 20=c+ 7¢"* ou 20e=¢" + 7. Eliminant de
nouveau ¢*, on obtient 20e=6—¢" résullat qu’il faut combiner avec
20 = 7¢" +¢, pour faire disparaitre successivement ¢ et . Multipliant
alors entre elles les deux relations 13ge=122, 139:"=394 auxquelles
on est conduit, on a 10653=0. Or 10653, qni'esl ¢égal 2 3.53.67, ne
saurait étre' un muhiple de 24prn+ 1 pour ¢=13, qu'en posant
n=1 ou n=2 et §=>53. Nous sommes arrivé a ce méme fac-
teur 53, par une voie biea différente, a la page 12 du second livre.

Quant 4 I'absurdité de 1+4c:=¢ pour les mémes valeurs de z, il
suffit de Ja démontrer pour z=3, =35, et z=6.

Premiére lypothése z—=3. Nous avons deux moyens.

Premier moyen. Formez la puissance cinquiéme de 1 +e= ¢, et ré-
duisez: vous trouverez ¢ +¢ +¢°=0 ou 14+ +=o0 (*)- Ce der-
nier résultat devient 1 4¢ + ¢/ =o, si on pose & =4 d'olt e=¢"*. Si
on posait ¢ =¢ d'oi e=¢7, on obtiendrait 14 ¢ + ¢*°=o0. Or on
démontrerait I'impossibilité de ces relations, comme a la page 5.

Le méme procédé réussit pour 14 ¢=-¢"", parce que "=,

Deuxiéme moyer. En partant de 14-¢=¢’, on pose ¢e=¢’7 don
3__ .8 . 8 .
€ =¢", ce qui donne 1+¢’=¢, si onsupprime I'accent, ou 1==e’4¢™.

Si alors on ajoute la série dans le premier membre, et qu'on réduise, on
trouve

(*) Voici le développement :

S 45 108 g S+ 1=0, & + 45 +6543F 34 =o,

@438 4 37 4 S 4 =0, a2 7 S =o,
1+ ¢4 7 S 4 =0, 1 +¢ + 4 Sy ee=o0,
t4+ ¢ 4 & 4 & 4 @ =o, S 4 & 4 =o.

3.
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It 1te o+ 4 €4S e et =o0,
ou ,
(1+e4+e) 14464 ¢)=o,
résullat qui pe peut avoir lieu que si 'on a 14 & + ¢+ =0,
puisque 1+e+tf=o0 est démontré absurde. Or 14"+ ¢’ + =0
revient & (1 + ¢") (1 4¢’)=o0, et est par conséquent impossible.

6

Si on partaitde 1+ e¢=¢", il faudrait poser e=¢", et on arriverait

au méme résultat.

Pour avoir la clef de ce calcul, il faut multiplier 1+ ¢ + f=o0 par
14¢ +¢ +¢% ce qui donne, aprés réduction, 1=¢"+ ¢ relation
qui peut étre mise sous la forme f=14¢ ou e=4+1. Orle pre-
mier résultat devient 1+ ¢ =+¢>, sion pose ¢’ =¢'; etlesecond de-

. s 6
vient 1 +¢ ¢, sionfait ¢ =¢.

Deuziéme hypothése z=5. Si on cube 1 - e=2¢’, on trouve

S4a2’+3e+1=o0, S+2l =0, e+ +°=0, 1+ +=0
qui devient 1 +¢ +¢*=o0, si on pose ¢ =¢, et 1+ 4+’=0 si
on fait ¢&=¢, formes dont'absurdité est acquise.

Troisiéme hypothése :=6.Le cubede 1 +¢=¢" donne 1+ ¢ =¢—3¢’;
mais 3¢’ +38=3: donc 44+S=+3" ou 4P+ LS=+3.
Ainsi, en carrant, on aura successivement 10e'° + e=¢ 41,
98¢+ =5+ 1—20 ou 4ge’ =— 10, puis fg’=— 10",

Eliminant ¢

avec &+ ¢/=¢", on trouve 59+ 10’ =o.

Eliminant ¢7, on a 49.59;6 =r1o0, et, par suite, 49.49.59 =-—1000
ou 142659=o0. Or ce nombre est égal & 3.3.11.11.131, et ne sau-
rait étre un multiple de 2k¢n + 1, pour ¢=13 (n ne pouvant étre égal
a 1), que si on suppose n=—>5; encore pour cette valeur de n, un seul
facteur serait excepté, savoir 6=131.

Par ces moyens et d’autres semblables, nous étions parvenu a démon-
trer I'impossibilité des relations 1 +¢4¢ =0, 1 +e¢=¢ pour =11
et pour ¢=—13, avant d’avoir découvert les principes généraux exposés
dans cet ouvrage. Nous avons tenu a conserver ces démonstrations, par
le souvenir des efforts qu’ils nous ont coilés, et pour ne rien perdre des
procédés tant que le probléme n’est pas résolu.



Troisieme NoTE (*). Voici le développement de la septiéme puissance
de 1+ e¢=¢', dans I'hypothése de p=13. Les réductions s'opérent
d’unerelation al'autre, et s’appuient sur les diverses formesde 1 4-¢=¢*

¢’ +7e° 4+ a1e® 4356 4 3563 4 218" 4 g8 4 1 =4¢;
% + 66" 4 158 4207 158 B4 b8 =0;
I 456" 4 106" 4 106" 4 594 by =o;
S 44 + 66 + 4 + O 44 =o;
€ 3% 4 3¢ 4+ 1 4+ 94 S =o;
0 428 4+ & 1 4 94 S =o0;
4 & 4+ G+ P4 f4 s =o.

Quarritme Notk (**). Le second mode d’examen conduit également
au but, et donne lieu & des calculs assez heureux. Nous allons donner ces
calculs.

1s’agitd’examiner, dans ’hypothésede ¢=17, la possibilité desrelations

14e=e, ec—_1=¢, e—1=—¢,

La premiére de ces relatious n’est autre que celle dont nous nous
somimes occupé, a la page 7. Restent donc seulement les deux autres re-
lations qui correspondent, la premiére, aux deux formes t +e=¢,
1 +e=:", la seconde, aux deux formes 1te=¢, 14e= ¢, déja
examinées les unes et les autres, aux pages 8 et g (***).

1* Si on développe la cinquiéme puissance de ¢ — 1 =¢%, on trouve

e —5¢ 49 — 106458 —1 =o;

S o 37 4 6% —4¢° 4t =0,
— ¢3¢0 39 8 =o;
—et— 3¢

=o;
ce qui donne, comme a la page 8, 3'7=— 1. Mais on évile facilement
la considération de cette puissance, On a, en effet, successivement

(*) Cette note a été annoncée, i la page 5.

(**) Cette note a €té annoncée, i la page 7. ‘

(***) On passe, en effet, de e —1=¢* a4 1 4¢=¢" en posant ef=¢,
et de ¢ —1=—¢' mis sous la forme 1+@=e% 2 14¢=¢", en
posant e=¢. On déduirait aussi facilement des proposées , les formes
I4e=¢, 14 ¢=¢,
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3=—1 ou =—3; et gs=1. Ainsi gg—g=ge* deviendra
gt*= —8, et par conséquent 8 18=64 qui, comparé & 81e® = — 243,
conduira. a 307=o.
2° Si on forme la sixi¢mne puissance de ¢—1=—:*% en peut réduire
de maniére 4 obteniv 3¢+ =2 (*). On en tire, en carrant,
ge'® +e=-—2 qui peut prendre les deux autnes formes g + &*=— 2¢,

6 _1=¢, donne 114 E—9¢3.

ge+e3E—ns’, et qui, combiné avec &'
ette dernier ‘esston sert a éliminer ¢ avec @t +4¢ = — 25>, et le
Cette d e expression sert a éliminer ¢ avec ge + ¢ *, et
résultat 8oe— 11 =— 18" sert, a son tour, a éliminer ¢ avec

9+ ¢’ =—a¢, ce qui donue .173=44e. On trouve alors facilement
261 = — 39g6:"® et 62577==0. Or 62577 =3.3.17.40g.

CinquikMe NoTE (**). Le développement de la puissance cinquieme de

1 +e¢=¢% dans 'hypothése de ¢ =17, donne lieu au calcul suivant :

e® 4 568 4 108 4 10 4+ 5 1 =¢5;

€45+ 9f 410458 41 =0;
f4 4 3¢ 4+ 654454 f=0;

4 B4 304 3894 & =o;
4 S 334 &8 =o;
& 2e® 4 38 =o.

Le développement pourrait conduire a un autre résullat qui, réuni au
précédent, résoudrail fort simplement la difficulté. On développerait alors

(*) Le développement est d'abord
S —6° 4 15% — 208 4 152 — 641 =1,

Si on opére alors les réductions, on trouve successivement pour les premiers

membres des relations :
4 -|-5e8 —tre? + 108 — B¢’ 44, — 9 — 5" 4 6 — e9+e° 3

— 9 — e FeW— ey ; — 89 —og™ g g 4 ¢S
—_— % gt 1 ¢ a3 ; — €9 — 3 4 e g +t3;
—3er— Py 4 & ; —3et— 2 6 +¢8;
—3e"— 2 gfd ; et —3B2 — 9 4 2 .

Pourabréger, nous avons supprimé le signe = et le second membre qui est zéro
dans toutes ces:relations. '
(**) Cette note a été annoncée, a la page 7.
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de la maniére suivamte :

& 4+ 564 49 4 1082 4 Be 1
8 <+ 4¢7 +5e&+ 5e5 1

€' 4 360 289 3¢5 41

e aed 4 35 4 o

R k- S

e 438 42

e e -

Ty

Pour éliminer ¢* de ce dernier résultat, on déduit successivement
de ¢+af+3=o0, en ayant égard 2 &=¢ + ¢, les relations
3¢+ + 30 =0, ou gt+6+g =0; g+ gt=2+4;
9t + 7¢¥=4. Et, pour éliminer ¢, on obtient 9 +7=4¢,
18 + 14=8¢", 14=28¢ + g* + 27¢"%, 17¢* + 29:° = 14. 1l ne reste
plus qu’a éliminer entre celle-ci el ge* + 75'3 = 4. On trouve 62:‘3529,
62¢' =5, et par conséquent 36gg=o0. Or 3699=3.3.3.137 ce qui
conduit i la méme condition numérique 137=o.

~

Sixtime votE (*). Voici comment on peut faire le développement de la
puissance cinquiéme de 1 + ¢=¢7, dans I'hypcthése de ¢9=17:
& 4+ 56% 4 108 4108 4 Se 4 1=¢;
€T 4 62 4 484 e 1=¢;
1 4304 3 4+ S =o;
3¢ 4 & + 2 =o.

Sepriime Note (**). Le développement de la puissance sixieme de
t +e¢=¢% dans’hypothése de ¢ =19, peut s’opérer ainsi :

€ 465 4154 208 152 6 1=¢";

&9 +4es + 11e7 4 95“ 4+ 6¢° 41 =o0;
e -3 4 84 9 4 541 =o;
e a2 B 54 58 41 =o;
e T B 58 4+ 1 =o;

5¢° 155 4 2 4 1

I

(*) Cettenote a été annoncée, i la page 8.
(**) Cette note a été annoncée, a la page 1o0.
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Huimime Note (*). On peut effectuer, comme il suit, dans I'hypothése
de =19, le développement de la puissance cinquiémede 14e=:’

& 4 Bet 41088 4 1082 4 Be 4 1=¢%;
& 4 5¢* 4 106 4 9+ 5 +1=0;
e 4 4" - 66" 4 3¢9+ Ste=o0;
1 43¢ 3¢ 4 S e =o0;
1 + 3¢ 4+ é 4 ¢ =o;
3¢5 4 a2¢® =o.

(*) Cette note a été annoncée, i la page 13.

_Paris. — Typographie de Firmin Didot frdres, fils et Ce, rue Jacob, 56.
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. PROCEDES NOUVEAUX

POUR DEMONTRER QUE

Le nombre 2 147 483 647 est premier.

Nous nous sommes proposé de rechercher, aprés Euler (car Legendre
n’a pas abordé le calcul, et s’est borné a faire connaitre les travaux de son
illustre devancier), sile nombre 2 — 1 ou 2147483647 est premier (*).
Ce n’est pas qu’il nous parit d’'un grand intérét de confirmer un résultat
annoncé par une aussi grande autorité, aprés T'assertion de Fermat; mais
ces recherches conduisent quelquefois & des procédés qui peuvent ensuite
s'appliquer utilement, surtout 2 de moindres nombres. La science gagne
toujours quelque chose, méme au défrichement de ses parties les plus
arides. Telle est la pensée qui nous a soutenu dans ce labeur, essayé a
plusieurs reprises, sans que les moyens particuliers auxquels nous avons
eu recours nous aient encore donné une bien compléte satisfaction.

Dans cette recherche, Legendre (Théorie des Nombres, page 197, se-
conde édition) nous conduit, comme résultat des méthodes qu’il expose
d’apres Euler, et nous laisse & ce point, que, sile nombre 2 — que
nous désignerons par N, n'est pas premier, ses facteurs simples ne peu-

(*) Gauss, qui s’est occupé toute sa vie de ces théories délicates, n’a point, &
notre connaissance, appliqué ses méthodes a la vérification de ce nombee premier.
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vent étre que de 'une des deux formes 248 x+ 1, 248.r + 63. Celte

double forme provient de la forme G2 x + 1 propre aux diviseurs des

31
a —I1

nombres et des deux formes 87 + 1,8 % + 7 appartenant aux di-

a—1
viseurs des nombres 1* —2, car 2N ou 2 —2 est de la forme £*—a.

On pourrait ajouter que N ne peut avoir plus de deux facteurs; et que
ces deux facteurs, s'ils existent, sont I'un de la forme 248 x + 1, Pautre
de la forme 248 & + 63. D'abord les formes assignées aux facteurs pre-
miers de N dont la racine quatriéme est inférieure a 216, s'opposent a ce
qu’il en ait quatre, puisque leurs moindres valeurs (63 excepté) sont su-
périeures i cette racine; et 'on reconnait bientdt, 'ensuite, (ue, pour une
raison semblable, il ne saurait en avoir trois, sa racine cubique étant
moindre que 12g1. Car, si on développe les deux formules 248+ 1,
248 v + 63 jusqu’a cette limite, on trouve les nombres 249, 311, 497,
559, 745, 807, 993, 1055, 1241 ; et I'on voit qu’en rejetant de ces neuf
nombres ceux qui sont multiples de 3, de 5 ou de 7, ainsi que 559 qui
est un multiple de 13, et 1241 qui est un multiple de 17 (*), il ne reste
définitivement que le seul nombre 311 a essayer comme diviseur. Or la
division donne 69o5092 pour quolient, et 35 pour reste.

Le nombre N a dong, au plus, deux facteurs, puisqu’il n’en a aucun au-
dessous de sa racine cubique; et, comme il est égal a 248.8659208 4 63,
ces deux facteurs, s'ils existent, doivent étre 'un de la forme 248z + 1,
Fautre de la forme 248.¢ 4 63.

Malgré ces observations, la queslion resterait la méme, faute de savoir
dans quelle forme devrait se trouver le plus petit des deux facteurs. On
pourrait, il est vrai, se livrer d'abord a cette recherche; mais le calcul
nous a paru tout aussi long que celui que nous indiquerons pour ré-
soudre la question elle-méme. Ainsi il faudrait, en dehors de cette recher-
che, comme Euler I'a fait, essayer lous les nombre premiers compris dans
les formules mentionnées, entre 249 et 46341 nombre entier immédia-
tement supérieur i la racine carrée de N.

Pour prendre une idée de I'importance du. calcul, on observera que

(*) 859 =13.43; 1241=17.73.
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46340 est égal a 248.186 plus 212, de sorte qu’ily a au-dessous de la ra-
cine carrée de N, 186 nombres de la forme 248z + 1;et qu'il y en a
187 de la seconde forme 248 x + 63, y compris 63. Il y aurait donc 373
diviseurs a essayer, sauf a rejeter, parmi eux, ceux qui ne sont pas pre~
miers, ce qui a l'inconvénient d’exiger une table. On pourrait, toutefois, a
défaut de table, retirver de la liste de ces diviseurs tous les multiples de 3
ou de 5, ce qui réduirait le nombre des essais a 198 (*). ' Si, de plus, on
supprimait les multiples de 7, et ceux des nombres restants qui ne sont’
pas premiers, au moins jusqu’a la limite de notre petite table (**), on n’au-
rait plus qu’a refaire, & trés-peu prés, le calcul d’Euler. Seulement, méme
pour l'opéraleur, le nombre et la longueur des divisions 4 effectuer, grice
a la grandeur du dividende N, pourraient bien laisser planer quelques
nuages sur la certitude du résultat. On jugera si nous avons remédié, en
partie du moins, a ces graves inconvénients.

Considérons les formes les plus simples des facteurs premiers de 23* — 1 ;
et posons, s'il est possible,

N=(6ax + 1) (6227 + 1),
nous trouverons, en effectuant la multiplication,
N=3844 2z’ - 62 (z+ 2") + 1.

D’un autre c6té, N=13844.558658 + 62.37 + 1, expression qui re-
vient a

N = 3844 (558658 — &) + 62 (6ak + 37) 4 1.

En comparant les deux valeurs de N que nous venons d’obtenir, on
formera les deux relations
(1) a2’ =1558658 —/; (2) x4+ 2=62h + 37.
Si maintenant on désigne par ¢ I'une quelconque des deux incon-
nues .z, 2/, on trouvera sanos difficulté

3)  at=62k + 37V 3844 4* + 4592 k— 2233263.

(*) Voir la note premiére, page 14.
(**) Notre petite table va jusqu’a 10 000. Nous la proposons, parce que chacun
peut en vérifier I'exactitude en quelques heures.
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Dans celte derniére expression, le signe moins se rapporte a la plus
petite des deux racines, et la valeur de cette racine, du moment qu’elle
est réelle, diminue a mesure que % augmente, puisque le produit zz’
diminue, et que la valeur de l'autre racive ne cesse d'augmenter. Ainsi il
y a une valeur minimum de 4 qui sépare la suite des valeurs décrois-
santes de la plus petite des indéterminées, et celle des valeurs crois-
santes de la plus grande. Celte valeur minimum de 4 est comprise entre
23 et 24.

Les trois relations (1), (2), (3), qui doivent éire vérifiées par des nom-
bres entiers, si I'hypothése est vraie, inposent aux variables z, 7, et &,
des formes particulicres intéressantes a étudier. Nous nous occuperons
ici des formes de A.

Les deux premiéres relations nous moantrent d’abord que % est un
nombre pair.

Si maintenant, dans I'expression de ¢ nous considérons, pour le mo-
dule g, le résidu k* 4 2h—3 de la quantité sous le signe, et qu'on ob-
serve que, pour élre un carré, celle quantité ne peut étre un multiple
de 3 qu’a la condition d’étre un multiple de g, on en conclura que les
seules formes admissibles pour % qui est pair, sont

187 +a, 182 4+ 6, 18~ 48, 18%' 4+ 10, 18R + 14.

Cela posé, considérons, de nouveau, les deux premiéres relations

(1) et (2); et cherchons les formes de 4 relatives au module 3. Pour ce
module les relations donnent

=1—h, z4+r=2h+1,
conditions qui deviennent, pour A=3% + a,
rr'=a, z4+2'=a

et auxquelles on ne peut satisfaire. En effet, les seules hypothéses, qui
conviennent a la premiére, sont .

z=1, r'=2 ou z=a, =1,

ce qui deane x + z'=o, de sorte que la seconde condition ne se trouve
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point vérifiée. Ainsi /4 ne saurait avoir la forme 34’ + 2. Les formes pré-
cédemment trouvées se réduisent donc, par cela méme, a deux seule-

ment :
18k +6, 184 + 10.

Il est a remarquer que toutes deux donnent des wmudtiples de g pour la
quantité sous le signe. .
Les deux mémes relations (1) et (2) font encore voir que la forme de 4,
relative au module 5, ne peut étre aucune des trois
‘ 5, 5K + 1, 5K +a.
On a en effet, pour ce module,

zx'=3—h, z+ 2=2h+2a,

relations qui deviennent
rr'=3, r+2'=1a, pour A=5k;
zr=2, z+2'=4, pour h=5k +1;

zx'=1, r+a'=1, pour h=5k + a.

Ces divers résultats sont impossibles a vérifier, quelque valeur’qtre Yon
veuille attribuer anx indéterminées x, 2'.
Les seules formes admissibles pour 4, relativement au méme module,‘
sont donc
5k +3, 5A 44, .
ou, parce que % est pair,
- 10k’ + 4, 10h +8.

En développant les deux espéces dg formes imposées a %, pour les deux '
modules 18 et 10, on prendra les termes communs aux deux dévelop-
pements, et il 0’y aura d’hypothése a faire pour % que celle des va-
leurs exprimées par ces termes. Elles sont comprises dans les quatre for-
mules o ‘ ’

gol + 24, 28, 64, 978.
Il ne reste qu’a substituer ces valeurs a %, sous le radical, et a chercher, :
en faisant varier /, s'il se trouve un carré parmi les nombres obtenus. La
quantité sous le signe, débarrassée du facteur commun g, prend, aprés
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la substitution, a cause des quatre formes de %, les quatre formes que
voici : '
3459600 ' + 1891040/ + 10121}
3459600 I* + 2198560! + 1010071 ;
3459600 " + 4966240 ! + 1533461 ;
3459600 I* + 6042560/ + 23goaor.

Les nombres a obtenir se formeront les uns des autres, a partir de
= o, al'aide des différences.
La différence premiére est

6919200/ + 5350640, 5658160, 8425840, 9502160.
La différence seconde est 6g19200.

Voici le tableau des valeurs que Fon trouve en développant ces for-
mules depuis /=—o jusqu’a /=6, c'est-a-dire depuis 2=124, 28, 64, 78,
jusqua A=>564, 568, 604,618 :
h= 24 10121, A= 28 101001, A= 64 1533964, A= 78 2390201 ;
h=114 3360761, h=118 5759161, A =154 9959801, A —168 11892361 ;
h =204 17630601, =208 18336521, A =244 25304841, h =258 28313721 ;
h=294 36819641, A =298 37833081, h=233% 47569081, h — 348 51654281;
h=384 62927881, h—= 388 64248841, h =424 76752521, h=438 81914041 ;

h =474 9395533, h=478 97583801, A —=1>514 112835161, A = 528 119093001 ;
h =364 135901961, A =1568 137837961, A =604 153877001, h—6'8 163191161.

Si l'on s’assure qu'aucun des nombres, compris au tableaa précé-
dent(*), n'est un carré (**), on sera certain que, jusqua A=618, il
'existe aucune valeur de ¢ propre 4 donuner un diviseur de N..

La valeur de ¢, qui correspond a =618, étant moindre que 16, et
continuant a diminuer en méme temps que % augmente, il en résulte

(*) Ces nombres ont une vérification importante. Comme ils se déduisent les
uns des autres, dans chaque colonne, on pourra vérifier leur exactitude en calcu-
lant directement le dernier de chacune d’elles, 4 'aide de la quantité sous le signe,
dans I'expression de ¢.

(*) Voir la note seconde, page 15.



que, si N n’est pas premier, le plus petit de ses diviseurs 62.x + 1 est
comprisdezs—=15a x=1.

Ces nombres, que voici :

63, 125, 187, 249, 311, 393, 435, 497, 559, 621, 683, 745,
807, 863, 931,
ne conliennent que trois frcteurs preni:'em, savoir : 311, 373, 683.

Ona, eneffet, 187=11.17; 559g=12.43; 869=11.79; et lous les
autres nombres sont des multiples de 3, de 5 ou de 7. Ainsi, on aurait
adiviser N par ces trois facteurs (*).

Mais, si on déduit des relations (1) et (2), par I'élimination de I'une
des deux indéterminées z, z’, la valeur de /2, on pourra remplacer les
trois divisions a faire, par trois autres moins laborieuses, en posant, dans
celle derniére cxpression
558658 —¢ (37 — t)

h= 62l + 1

les trois valeurs de t qui correspondent aux facteurs dont il s’agit, savoir :
t=25,1t=6, t=11.
Ces substitutions donnent pour % les trois valeurs

558408 558472 55837a
3 373 7 683

dont aucune n’est un nombre entier (**).

On acheve ainsi de démontrer que N est premier, sansavoir ¢u besoin
de faire aucun division sur ce nombre. '
558658 — ¢ (37 —¢)

o 620+ 1

Celte derniére formule 2z— peut dispenser de

pousser, aussi loin que nous I'avons fait, le calcul des quantités sous le
signe dans la valeur de ¢. Nous allons exposer le parti que I'on peut en

(‘) Il est clair qu'il suffirait de diviser N par 311 (division déja faite, page 4),
si on observe que 373 et 683 ne sont ni de la forme 87 + 1, ni de la forme 8n +7.
Mais nous avons voulu procéder sans recourir i ce principe.

(**) On trouve, en effet, 558 498 —=311.1795 4 253; 558 472 _.373 1497 4 91;
558372 =683.817 + 361.
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tirer, car c'est une seconde méthode qui abrége la premiére, et suffit
méme seule pour conduire au but. ,

On voit que la formule commence par donner de grandes valeurs de
&, pour les premiéres valeurs 1,2, 3 ... de I'indélerminée ¢, et que ces
valeurs diminuent, en méme temps que I'indéterminée ¢ s’accroit. On a
remarqué que, dans l'expression irrationnelle de ¢, la plus petite des
deux indérerminées diminue a mesure que /% augmente; ici c’est la valeur
de % qui diminue par I'effet des premiers accroissements de z. Ces variations
sont d’abord tres-rapides; mais bientot £ diminue d’'une maniére moins
sensible; et, plus tard, aprés étre demeuré presque slationnaire dans
le voisinage de A—24, il cesse de diminuer pour croitre indéfiniment,
Cela tient a ce que le dividende, qui diminuait d’abord, cesse bientot de
décroitre pour augmenter, et finit par croitre dans unrapport plus grand
que le diviseur. Nous retrouvons ictla valeur minimum de £ qui sépare les
deux suites des diviseurs conjugués de N, celle des diviseurs moindres que
LN, et celle des diviseurs plus grands que celle racine.

Dans I'application de la formule, on pourrait n’essayer que les valeurs
de ¢ qui donnent pour 62 ¢ + 1, des nombres premiers, et notre petite
table ferait connaitre ceux-ci jusqu’as/=—164. Mais, si 'on veut éviter
P'usage d'une table, on pourra toujours supprimer les valeurs de ¢ qui
produisent des multiples de 3 ou de 5, ce qui revient a ne conserver pour
¢ que les valeurs particuliéres comprises dans les formes :

15 +o0, 3, 5,6, 8, 9, 11, 14 (*).

Maintenant, si on veut profiter de ce que les diviseurs de N doivent
étre de 'une des formes 8n + 1, 8n + 7, il suffira de rejeter de la suite
précédente les valeurs de ¢ qui ne sont d'aucune des deux formes 49,
49 + 1, ce qui la réduit a

6ot + o, 5, 8,9, 20, 21, 24, 29, 33, 36, 41, 44, 45, 48, 53, 56 (**).

(*) On pourrait encore ecxclure les formes 7a + 1 qui donnent des multiples
de 7, etles formes r1a + 3 qui donnent des multiples de 11. Mais les exclusions
nouvelles seraient en petit nombre, et les formules perdraient de leur simplicité.

(**) Jusqu'a £ = 60, dans cette liste, on peut supprimer les termes 8, 29, et 36,
qui donneraient pour 62¢ + 1 des multiples de 7.
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On pourra donc reconnaitre, par un petit nombre de divisions, que, jus-
qua t=~6o0, il n’existe aucun diviseur de N, de sorte que si on voul\ait,
pour terminer, employer la méthode des carrés précédemment exposée,
il suffirait de pousser le calcul jusqu’a & = 154 (*) exclusivement, c’est-
a-dire qu’il y aurait seulement six valeurs a construire, sous le signe, dans
I'expression de ¢, avec la condition de vérifier qu’il ne se trotive aucun
carré parmi ces nombres (**).

Mais les formes, assignées aux valeurs de h, peuvent servir a abréger
encore le calcul. Eu effet, la substitution des valeurs go/ + 24, 28, 64,
78, dans l'expression de %, donnera les quatre formules suivantes

__55863[;——t(|525—t), 558630 — 7(1773 — 1)

1= 5580 ¢+ go = 5580 t + go ?
I— 558 594 —1¢(4005 —1) 1_558 580 — (4873 —1¢)
— 5580 ¢+ yo ’ - 5580¢ + go )

Dabs ces quatre valeurs, pour ¢== 8o, / est moindre que 1. Mais, puis-
que ¢ ne saurait atteindre 748, attendu que, si N n'est pas premier, son
plus petit facteur simple 62¢ 4 1 ne peut se trouver au deli de la racine
de N, et, " par conséquent, au dela de 46341 ; puisque, en deci de cette
limite de 748, le dividende diminue (***) sans devenir nul (****), tandis que
le diviseur augmente; il faut en conclure que I'hypothése de /—o ne

peut avoir lieu, et, en méme temps, qu’il n’y a aucun essai i faire au
dela de ¢ = 8o.

(*) Pour 2=154, ¢ est moindre que Go.
(**) Il suffirait de former les six nombres

1o12r, 1oroor, 1533961, 23go2o01, 5360761, 5759161.
Aucun de ces nombres n’est un carré. (Voir la note seconde, page 15.)

(***) Le dividende diminue, puisque les produits de la forme ¢ (a—t) augmen-
tent jusqu’a ¢ = ; s et que 748 est inférieur a cette limite dans les quatre for-

mules.

PREY \ Tt . . .
(****) Pour s’assurer que le dividende ne devient pas nul, bien qu'il change de
. . L ] Y ’ I3 I . . o
signe, il suffit de I'égaler a zéro et de résoudre I'équation. Cela revient du reste
by .o , -
a vérifier qu’aucun des quatre nombres correspondant a /= o0 n’est un carré.

2
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Si I'on fait =060, le quotient est compris entre 2 et pour les deux pre-
micres valeurs de /, il est moindre que 1 pour les deux autres, de sorte qu’a
employer la méthode des carrés, il y aurait seulement i vérifier les deux
nombres qui correspondent 4 &k — 114, et A =118 (*). Mais, si on veut
se passer de la méthode des carrés, il s'agiva de restreindre le nombre des
essais de £*=060 4 ¢= 80 (**). Or, si on pose {=70 dans les deux pre-
miéres formules, on trouve (uele quotient est encore compris entre 2 et 1.
Ainsi, les essais devraient se faire, dans les deux premiéres valeurs de /,
de t= 70 & t=8o0, parce que cet intervalle peut comprendre /—1. Mais,
entre ces deux limites, il ne se trouve, dans la suite que nous avons donnée,
aucune valevr de ¢. On voit donc que hypothese de /=1, est inadmis-
sible aussi bien que celle de /=o0. On pourrait encore simplifier les divers
essais de t—=o0 a4 =060 exclusiverhent, mais ces essais ne comprennent
en définilive que douze opérations faciles a effectuer, a T'aide de la for-
558 658 — ¢(37 —1)

62( + 1
avec une rapidité suffisante (***). Nous supprimons, bien entendu, les

mule /i = » et les résultats s’obtiennent d’ailleurs

trois termes 8, 29 et 36.

Dans l'application que nous venons de faire de quelques principes
nouveaux a la vérification du nombre premier N, le plus grand qui ait
encore été vérifié, nous avons cherché a donner une idée des procédés
qui peuvent étre employés la ot manquent les lables (****), et ol viennent
’ : . ’ .
échouer, par la longueur des calculs, toutes les méthodes proposées jus-
qu'ici. Nos procédés, qui sont purement arithmétiques, exigent seule-

(*) Ces deux nombres sont 5360761, 5759161, dont aucun n’est carré. (Voir
la note seconde, page 15.)

(**) Les seules valcurs de ¢ a essayer seraient 65 et 68, parce que 69 donne
un multiple de 11 pour 62¢ + 1.

(***) Voir la note troisieme, page 10.

(****) Les tables les plus étendues vont jusqu'a 4 ooo ooo. Nous reconnaissons
leur utilité; mais elles ont un inconvénient grave, c’est de laisser le plus souvent
I'opérateur dans I'incertitude, par l'impossibilité ou il est de vérifier rapidement
d’aussi grands travaux.
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ment qu'on soit parvenu a assigner une premiere forme aux diviseurs
des nombres que I'on considére. Leur mérite est non-seulement de dimi-
puer le nombre des essais, mais encore de remplacer les grands nom-
bres sur lesquels il faudrait opérer, par d’autres heaucoup moins consi-
dérables. Du reste, nous nous proposons de revenir (*) sur cette belle
question qui domine toute la théorie des nombres, ainsi que I'ont bien
compris les grands géométres qui n'ont pas dédaigné d’appliquer leur
génie a cette partie difficile et ingrate de la science.

(*) L'un de nos plus prochains mémoires sera un essai de méthode générale.



NOTES DU SEPTIEME MEMOIRE.

NOTE PREMIERE,

Annoncée page 5.

Pour la premiére forme 248 x + 1, les multiples de 3 ou de 5 qu'il s’agit
de retirer de la liste, correspondent aux valeurs de x comprises dans les

formules
15a+1,3,4,7,8,10,et13,

jusqu'a z=186. On pourra donc faire varier a depuis zéro jusqu’a 12;
mais, pour a=—12, on ne devra prendre que les trois premiers termes
15a + 1, 3, 4.On a en effet 180=15.12; et, comme on ne doit pas dé-
passer 1806, le dernier terme sera 15.12 + 4. Ainsi il y aura 87 multiples
de 3 ou de 5 jusqu’a cette limite.

Pour la seconde forme 248 r + 63, les mulliples sont donnés par les
valeurs de x comprises dans les formules

15¢ +0,3,4, 6,9, 12, et 14,
depuis a=o jusqu’a a=12, avec le soin de ne prendre, pour cetle der-
niére valeur de a, que les quatre premiers termes

15a+0,3,4,etb.

Il'y aura donc 88 multiples, et par conséquent, pour les deux formes,
le nombre des multiples de 3 ou de 5 sera 175.
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NOTE SECONDE,

Annoncée page 8.

Ce tableau contient 28 nombres dont aucun n’est un carré. En voici
le dépouillement :

Les nombres 101001, 17630601, 37833081, 95955321, 112855161,
11gog3o001 sont des multiples de 3, sans étre divisibles par g.

Les nombres 5360761, 18336521, 47569081, 97583801, 155877001,
163191161 sont des multiples de 7, sans étre divisibles par le carré de 7.

Les nombres 1533961, 2390201 sont des multiples de 11, sans étre
divisibles par le carré de 11.

Pour les autres on a

o

1° 10121= 100. 100 + 121; 5759161=2399.2399+ 3g6o;

9959801 =3155.3155 + 57765 11892361=34/48.3448 + 3657;
36819641=6067.6067 + 11152; 62927831=7932.7932 + 11257;
64248841—=8015.8015 4 8616; 76752521=28760.8760 + 14921;
81914041 =9050.9050 + 115415 135901961 =11657.11657 + 16312.

2° 25304841 = g. 2811649 et 2811649=1676.1676 4 2673;
28313721= 9. 3145969 et 3145969=1773.1773 + 244o0;
5i654281=/,9. 1054169 et 1054169=—1026.1025+ 1493;
137837961= 9.15315329 et 15315329—=3913.3913 + 3760.

A ce sujet nous croyons devoir rappeler quelques principes :
1° Aucun nombre n’est carré s’il n’a I'une des terminaisons suivantes :

oo, or1, o4, 09, 16, 21, 24, 25, 29, 36, 4, 44, 49, 56, 61,
64, 69, 76, 81, 84, 89, gf.

2° Tout nombre, qui contient un facteur premier, doit, s’il est carré,
étre divisible par une puissance paire de ce facteur.

3° Tout carré, qui n’a pas pour racine un nombre premier, doit conte-
nir un facteur simple inférieur ou au plus égal a sa racine quatriéme.



— 16 —

NOTE TROISIEME,

Annoncée page 12.

Essai des nowmbres 5, g, 20, 21, 24, 33, 41, 44, 45, 48, 53, 56 daus la
valeur
558658 — 1t (37 — 1),

h 62¢ + 1

(= 5, 558198 = 311.1795 + 253;
ENY 558406= 559. 998 + 524;
{=2o0, 558318 =1241. 449 + 1109;
t—ar, 558322 =1303. 4284 638;
t=—24, 558346 == 1489. 374 + 1460;
r—33, 558526 =12047. 272 + 1742;
t=141, 558822=2543. 219+ 1905;
t=44, 558966 —=2729. 204 + 2250;
t=/45, 55go18=2791. 200+ 818;
t=—148, 559186 =2977. 187 + 2487;
=153, 559506 =13287. 170 + 716;
=56, 559722 =3473. 161 + 569.

Paris. — Typographie de Firmin Didot fréres, fils (t C¢, rue Jacob, 56, -
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